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1.試述伴隨方程及其初始、邊界條件的幾個特性。(20%) 
2.考慮擴散方程 xxt κϕϕ = ， 21 xxx << ， θ<< t0 ，其中正值擴散係數κ  
設為和 x, t無關的常數。初始值 )0,(xϕ 給出但不固定。考慮下面兩種

邊界條件：(20%) 
A. 固定=),( 1 txϕ ， 固定=),( 2 txxϕ 。 
B. 是控制變數),( 1 txxϕ ， 固定=),( 2 txϕ 。 
現在希望由ϕ (x, t)的觀測值 ),(~ txϕ 決定出最佳的控制變數值。(a)試寫

出 Lagrange 目標函數。(b)將目標函數取變分，然後進行分部積分。試

問 ),( θλ x , ),( θδϕ x , )0,(xλ 和 )0,(xδϕ 這 4 個量中哪些等於零？為什

麼？在這裡λ是 Lagrange 乘數。(c)試問 ),( 2 txλ , ),( 2 txxδϕ , ),( 2 txxλ , 
),( 2 txδϕ , ),( 1 txλ , ),( 1 txxδϕ , ),( 1 txxλ 和 ),( 1 txδϕ 這 8 個量中哪些會

等於零？為什麼？(d)試寫出伴隨方程及其終端、邊界條件。(e)試寫出

目標函數關於控制變數的梯度。 
3.考慮三維擴散方程： ϕκϕ 2∇=t 其中κ 是正值常數， 2∇ 為三維 Laplace
算符。在求解域Ω的封閉邊界S上邊界條件是 Dirichlet 型的。(40%) 

(A)初始條件 )0,,,( zyxϕ 已給定。反應泛函設為 
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其中 dxdydzd =τ 為體積元。(a)試導出伴隨方程及其終端、邊界條件的

表達式。(b)試導出敏感性度量 Rδ 的表達式。 
(B)現在要由觀測值 ),,,(~ tzyxϕ 決定最佳的初始條件。(a)試導出伴隨

方程及其終端、邊界條件的表達式。(b)試導出目標函數關於初始值的

表達式。 
4.假如觀測誤差 txxε −= oo 和背景誤差 =bε

txx −b （ tx 表示真值）都是無偏的，

但它們之間彼此是相關的。試重新定義一個新的觀測值 ox~ ，使得它的誤差和背景

誤差彼此不相關。提示：令 )(~
booo xxPxx −+= ，然後求出矩陣 P 的表達式。

（20%） 


