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4.5節補充//最小二乘法  
考慮下面的線性觀測模式： 

ro εHxy +=                       (1) 

上式中 ML×ℜ∈H （ ML > ）表示線性觀測算符。假如要由已知的觀測

值 L
o ℜ∈y 決定狀態變數 Mℜ∈x ，但沒有背景值，也沒有關於觀測誤

差 L
r ℜ∈ε 的統計量，此時只得使用最小二乘法，也就是說決定最佳的

x，使下面觀測誤差的方差取極小值： 
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上式乘出來，有 

o
T
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求解這個問題有下面幾種方法。 

微分等於零 

將(3)式對x微分，並令結果等於零，有 
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因而 

o
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由此解出x，得到 

o
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這個方法需用到下面的矩陣微分公式： 
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這是缺點。 

配方法 

考慮下面的表達式： 
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在導出上式第 2 個等號右邊時已用到(3)式。上式改寫為 
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這就是說，(2)或(3)式右邊加減一項 o
TTT

o yHHHHy 1)( − ，就變為(8)式。

上式右邊第 2 和第 3 項跟x無關，第 1 項一定是正值（L×M矩陣H若

是滿秩的，則 HHT 是正定的），因而第 1 項等於 0時，則 J取極小值，

即 

0yHHHx =− −
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這個結果和(6)式一樣。 
上面這種寫法還不夠清楚，最好用下面的方法說明。(3)式可寫為 
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上式中 const.是和 x無關的量。因而當 

o
TT yHHHx 1)( −=  

時，J取極小值。 
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變分法 

將(2)式中的x取變分，有 
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必須記得，由於 Jδ 是純量，因此上式第 1 個等號右邊兩項是相等的。

令上式等於零，由於 xδ 是任意的，因此 0)( =− o
T yHxH ，這個結果

和(6)式一樣。變分法的理論基礎在於擾動法，將在下面說明。 

擾動法 

令 
exx ε+= ˆ                       (11) 

其中 x̂代表使(2)式取極小值的最佳解，ε 是無限小正數， e為任意向

量。代入(2)式，得到 
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將上式乘出來，有 
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其中 Ĵ是極小值，即 
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必須記得，由於 )(εJ 是純量，因此(12)式第 1 個等號右邊中括弧內的

兩項是相等的。令 
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我們得到 

0)ˆ()(

0
=−=
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TT

d
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εε
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因為向量 e是任意的，故由上式有 0yxHH =− )ˆ( o
T ，這個結果和前面

一樣。 
由上面的說明可知，擾動法把對向量 x的微分，如(4)式所示，化

為我們比較熟悉的對純量ε 的微分，如(14)式所示。 
(14)式兩邊乘以ε ，有 

0)ˆ()0( =−=′ o
TTJ yxHHeεε                (15) 

令 ex εδ = ， )0(JJ ′= εδ 分別代表x和 J的變分，則(15)式變為 

0)ˆ( =−= o
TTJ yxHHxδδ                 (16) 

這就是(10)式。 

變分學原理 

我們再複述變分學原理。變分學是求泛函的極值，泛函的最簡單

的形式為 

dxxFJ x
x

x
),,(][ 2

1
ϕϕϕ ∫=                 (17) 

函數的求極值問題已為人所熟知，因此要先把泛函求極值問題先化為

函數求極值問題。假設 )(ˆ xϕ 是會使 J取極值的函數。現在令 

)()(ˆ)( xxx ηεϕϕ +=                   (18) 

其中ε 是一個無限小正數， )(xη 是 x的任意已知函數。變動ε 的值，可

得到不同的 )(xϕ ，從而給出不同的 J 值。因此這時 J 就只依賴於ε ，
即 
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x

x
)ˆ,ˆ,(]ˆ[)( 2

1
ηεϕηεϕεηϕε ++=+≡ ∫        (19) 



 

 

 

 

 

5

此外根據(18)式，當ε =0 時，J 取極小值。在這情況下，原來泛函求

極值的問題就簡化為函數求極值的問題。於是 J取極值的條件就是 

0
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∂
∂

=εε
J                      (20) 

根據(19)式所示的定義，(20)式可寫為 
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通常使用變分算符來演算比較方便。由(18)式可知，假如變動η( )x ，

則在 x 處得到不同的ϕ( )x 。這相當於將ϕ̂ 變動了一個微量ε η( )x ，這

個量可用 

)(xηεϕδ ≡                       (22) 

來表示。現在將(21)式兩邊乘以ε ，並用(22)式，有 
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因為當 J取極值時上式最左邊等於零，故我們發現 

0=Jδ                         (24) 

這是使泛函 J取極值的條件。 
由上面的說明可知，擾動法把「對函數 )(xϕ 的微分」化為我們比

較熟悉的對純量ε 的微分，如(21)式所示。事實上在微積分學中，一個

量對函數 )(xϕ 的微分是沒有定義的。 

分析誤差協方差矩陣 

4.2 節中已導出了分析誤差協方差矩陣的表達式如下： 

TTT

TTTT

KDKKBHKHBB

KRHBHKKBHKHBBA

+−−=

++−−= )(
         (25) 

其中 RHBHD += T 表示新息協方差矩陣。(25)式是該節(27)式。在該
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節中我們要找到最佳的增益矩陣 K ，使得分析誤差的總方差

Aεε tr)( =a
T
aE 取極小值。這就是說，令 

0A
K

=
∂
∂ )tr(                      (26) 

在這裡我們要使用變分法導出最佳增益矩陣K。 
    將(25)式右邊的增益矩陣取變分，有 

TTT

TTTT

KKDBHDKHBK

KKDKDKKBHKHBA

δδ

δδδδδ

)()( +−++−=

++−−=
       (27) 

將上式取跡，得到 

])[(tr2tr TT KKDBHA δδ +−=              (28) 

導出上式時已用到跡的性質： TCC trtr = 。令 0tr =Aδ ，我們發現
TBHKD = ，即 

11 )( −− +== RHBHBHDBHK TTT             (29) 

換句話說，使 Atr 取極小值的增益矩陣如(29)式所示。 

    這個變分法若要說得更清楚，可用下面的方法。令 K̂表示最佳增

益矩陣，E為任意矩陣，再令 

EKK ε+= ˆ                       (30) 

其中ε 為無限小正數。代入(25)式所示的 Joseph 公式，有 

TTT )ˆ()ˆ()ˆ()ˆ( EKDEKEKBHHBEKBA εεεε ++++−+−=  (31) 

上式改寫為 

)()ˆˆ(ˆ 2 TTTTT EDEEBHEHBDEKKEDAA εε +−−++=    (32) 

其中 Â表示最佳的分析誤差協方差矩陣，即 
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TTT KDKKBHHBKBA ˆˆˆˆˆ +−−=              (33) 

令 

Atr)( =εJ                       (34) 

則因為 )(εJ 是ε 的二次方程，故最佳性條件是 

0)(
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=εε
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d
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將(32)式取跡後對ε 微分，並令 0=ε ，得到 
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由上式得到 1ˆ −= BHDK ，因此最佳增益矩陣如(29)式所示。將(36)式兩

邊乘以ε ，並令 EK εδ = ，(36)式變為 
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上式就是(28)式。由上面的說明可知，擾動法把對矩陣K的微分，如

(26)式所示，化為我們比較熟悉的對純量ε 的微分，如(37)式所示。 
總結的說，擾動法是變分法的基礎。在導出最小二乘法時，需要

將純量對向量微分，這種微分可能我們比較不熟悉，但假如將最佳解

加以擾動，如(11)式所示，就可將對向量的微分變為我們比較熟悉的

對純量ε 的微分，如(14)式所示。在求泛函的極值時，也是將最佳解加

以擾動，如(18)式所示，從而求函數的極值變為求函數的極值，如(21)
式所示。在求最佳的增益矩陣，使得分析誤差的總方差取極小值時，

需要將純量對矩陣微分，如(26)式所示，但若使用擾動法，則對矩陣

的微分化為我們較熟悉的對純量ε 的微分，如(36)式所示。了解擾動法

以後，就可直接使用變分法了。 
 


