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4.3 補充//觀測算符 
觀測算符的詳細分類         p.2 
反問題                     p.6 
線性古典內插               p.7 
一維網格系統的線性觀測模式 p.8 
二維網格系統的線性觀測模式 p.10 

在許多情況下能直接觀測到的量並不是 M×1 狀態向量 x本身，而

是 y，它和 x之間假設有被稱為觀測模式（向前模式）的關係： 

Fεxhy += )(                       (1) 

其中可觀測量（observables）y, 觀測算符（observation operator） )(xh
以及向前模式誤差 Fε 都是 L×1單行向量。在氣象學問題中，觀測算符

)(xh 可能有三個意義： 
(a) 把狀態變數所在的位置變換到觀測地點的運算。舉例說把格點
上的狀態變數內插到測站上，此時觀測算符通常是水平內插或

垂直內插，這些內插使用古典內插法就夠了。 
(b) 把狀態向量變換到可觀測量的運算。舉例說把氣溫、溼度、臭
氧含量變換為衛星輻射計所觀測到的亮度溫度的輻射傳遞方

程，或者把氣溫、溼度及其它狀態變數變換為降雨率的對流方

案（convection scheme）。在這兩個例子中，觀測算符是非線
性的，而且非常複雜。 

(c) 從波數域到物理域的變換。現在業務數值預報模式大都使用波
譜法，狀態向量是展開係數，可觀測量則是物理域上的量。 

在這情況下，觀測值可寫為 

rFooo εxhxhεεxhxhyyyy +=++=+−+−= )()()()(  

即 

ro εxhy += )(                       (2) 
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其中觀測誤差 rε 等於實際觀測誤差 oε 和向前模式誤差 Fε 的和：

rε Fo εε += ，在這裡將 rε 稱為觀測誤差。換句話說狀態向量本身是可
觀測量時，觀測誤差是指 oε ；狀態向量不是可觀測量時，則觀測誤差
還包括向前模式誤差 Fε ，此時觀測誤差是指 rε 。 

假如觀測模式是線性的，即 Hxxh =)( ，則(2)式改寫為 

ro εHxy +=                        (3) 

其中線性觀測算符H為 ML× 矩陣。由已知的狀態向量x求可觀測量 y
通常稱為正問題（forward problem）。由已知的觀測誤差 rε 的統計量和

可觀測量 y的觀測值 oy 決定狀態向量 x的最佳分析值，則稱為反問題

（inverse problem）。 

觀測算符的詳細分類 

觀測模式是求解正問題的運算，但在求解反問題時也需先求解這

個正問題。觀測算符可分為 3 類： 
1. 數學內插或變換 

(a) 古典內插。這是將格點上的氣象變數x內插到觀測點上，得到

觀測點上的氣象變數 y，後者才是可觀測量。相應的反問題是

古典內插的逆變換，這種由觀測點到格點的變換通常稱為客觀

分析（objective analysis）。由於觀測點分布不規則，而且在某

些地區根本沒有測站，因此這個反問題比較複雜。後面將說明

最簡單的線性古典內插。 
(b) Fourier 逆變換和 Legendre 逆變換。現在數值預報模式大都採用

波譜法，預報變數是波譜係數（即展開係數），但可觀測量是

物理域上的變數，因此在進行變分同化時需要將波譜域的變數

x變換為物理域上的變數 y。至於 Fourier 變換和 Legendre 變

換，則為物理域到波譜域的變換。在這裡兩個變換和逆變換是

精確的。舉例說，球面上的任何一個函數 ),( µλξ 都可表示為（見

曾 1993 第 430 頁） 
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=                (4) 

其中 φµ sin≡ , φ為緯度，λ為經度，m 和 l 分別表示緯向波數和

經向指標。 λµλµλ imm
l

m
l ePY ),(),( = 稱為球面諧函數（spherical 

harmonics）， ),( µλm
lP 是連帶 Legendre 函數， m

lξ 是展開係數或

稱為波譜分量。在進行波譜法預報時，狀態變數 x 是波譜分量
m
lξ ，而不是原來的物理變數 ),( µλξ （如風速分量及其他熱力學

變數），後者才可能是可觀測量 y。 
2. 大氣動力學 

(a) 當模式變數是渦度ζ 和散度D（用 x表示），可觀測量為水平

速度分量 ),( vu 時（用 y表示），渦度散度和水平速度分量之間

的變換為（見曾 1997 第 352 頁） 

ζψ =∇2 ,    ds
ls

nVnV ⋅+⋅−=
∂
∂

∫C
1ψ  在邊界上       (5) 

D=∇ χ2 ,    0=χ  在邊界上               (6) 

xy
u

∂
∂

+
∂
∂

−=
χψ ,    

yx
v

∂
∂

+
∂
∂

=
χψ               (7) 

(5)式中 l 表示邊界的周長，(7)式表示 Helmholtz 定律。已知渦度

ζ 和散度D，首先按(5)和(6)式分別求出流函數ψ 和速度位 χ ，

這個運算可用 )(1 xh 表示；最後按(7)式決定出水平速度分量

),( vu ，這個運算可用 2h 表示。因此在這裡觀測模式

)]([)( 12 xhhxh = 可細分為兩部分。 

(b) 若要由微波的降雨觀測 y反演出氣溫和水汽的垂直分布x，則觀

測模式 )(xh 是對流方案，這是由氣溫和水汽垂直分布決定降雨

率（見曾 2006 第 15.5 節）的運算。在這情況下降雨率被視為可

觀測量，雖然它是由微波亮度溫度反演出來的量，而不是真正

的可觀測量。 
(c) 數值預報模式 
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數值預報模式可寫為 

)( 11, −−= nnnn xx M                      (8) 

上式中 1, −nnM 表示將狀態由 1−nt 預報到 nt 的算符。這個模式沒考

慮模式誤差，此時初始條件 0x 唯一的決定了以後時刻的狀態變

數 nx （ 0>n ），它是這個問題中的控制變數。因此觀測模式可

寫為 

)]([ 00, xhy nnn M=                     (9) 

其中 )( 00, xnM 表示將狀態由 00 =t 預報到 nt 的算符。不過數值預

報模式當做約束條件比較方便。 
3. 遙測問題 

(a) 空基 GPS 氣象學（見曾 2006 第 11 章）： 
若以折射指數µ為可觀測量，則 

2
6 373.0106.771

T
e

T
p
+×+= −µ               (10) 

此時狀態變數 x為 ),,( eTp 的垂直分布，可觀測量 y為折射指數

的垂直分布µ。若以彎角α為被同化量，則觀測算符有兩部分： 

2
6 373.0106.771

T
e

T
p
+×+= −µ               (11) 

22

ln2)( 0

ax

dx
dx

daa
r

a −
−= ∫

µα               (12) 

此時狀態變數 x為 ),,( eTp 的垂直分布，可觀測量 y為彎角垂直

分布 )(aα 。在(12)式中 x 和α是一種垂直坐標。 

(b) 地基 GPS 氣象學（見曾 2006 第 12 章）： 
若以水汽積分量u為被同化量，則 

dzu vρ∫
∞

=
0

                      (13) 

此時狀態變數 x 為水汽密度 vρ 的垂直分布，可觀測量 y 為水汽
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積分量。若以天頂延遲 zϕ 為被同化量，則 

dz
T
e

g
pR sd

z 20
5 373.0106.77 ∫

∞− +×=ϕ            (14) 

此時狀態變數 x為地面氣壓 sp 和氣溫、水汽的垂直分布 ),( eT ，

可觀測量 y則為天頂延遲 zϕ 。 

(c) 衛星紅外資料（見曾 2006 第 15 章）： 
可觀測量為輻射強度時，觀測模式是由氣象變數計算輻射強度

νI 的輻射傳遞方程： 

ττ
ν

ττ
νν deTBeTBI ss

s
−− ∫+= )()( 0             (15) 

這是曾 2006第 1007頁(39)式，其中 )(TBν 表示溫度 T下的 Planck
函數， sT 為地面溫度，τ 和 sτ 為光程和地面光程。(15)式的意義

請參考曾 2006 第 15.1 節。此時狀態變數 x為氣溫垂直分布T ，

可觀測量 y為輻射強度 νI 。 
 

(d) 雷達資料（見曾 2006 第 14.1 節和 14.5 節）： 
Doppler 雷達的觀測模式有兩個。第一是速度分量 ),,( wvu 和徑

向速度 rv 之間的關係： 

r
zwyvxuvr

++
=                     (16) 

第二是反射率因子 rη 和雨水混合比 rq 的關係： 

75.1

0
0720 








=

n
qn
w

r
r πρ

ρη                  (17) 

這是曾 2006 第 989 頁(49)式。雪、冰雹混合比 ),( hs qq 和反射率

因子 ),( hs ηη 之間的關係類似(17)式。於是跟反射率因子有關的

觀測模式為 hsr ηηηη ++= 。此時狀態變數 x為風速分量 ),,( wvu
和雨水、雪、冰雹混合比 ),,( hsr qqq ，可觀測量 y為徑向風速 rv
和反射率因子η。 
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(e) 由微波觀測決定降雨率： 
在這情況下，(2)式可寫為 

)]}([{)( 123 xhhhxhy ==                  (18) 

其中x表示降雨率， 1h 表示雲模式， 2h 表示輻射傳遞模式， 3h 表

示由亮度溫度計算可觀測量的迴歸模式。雲模式的目的是製造大

量降雨率和其他水象垂直分布的統計樣本，輻射傳遞的模式則是

計算衛星上微波輻射計所應觀測到的各頻道亮度溫度，迴歸模式

3h 是計算可觀測量的運算。可觀測量的觀測值可能是亮度溫度

觀測值本身，或者由亮度溫度觀測值及其他觀測值計算出來的。

上面已說過，在某些情況下，觀測模式可細分為好幾個，如(18)
式所示。 

反問題 

必須指出，除了 (4)式所示的波譜變換和 (5)到 (7)式所示的

),( Dζ - ),( vu 變換外，其他的都是反問題。也就是說，已知觀測誤差 rε
的統計性質和觀測值 oy ，我們要決定出x的最佳分析值。有時我們已

知狀態的背景值 bx ，即 

bb εxx −=                     (19) 

其中 bε 表示背景誤差，此時我們的反問題是由已知的觀測誤差 rε 和背

景誤差 bε 的統計性質以及觀測值 oy 和背景值 bx 決定出 x的最佳分析

值。最簡單的反問題求解法是使下面的目標函數 J 取極小值（見曾 2006
第 20 頁(53)式）： 

)()(
2
1)]([)]([

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxxhyRxhy −−+−−= −−    (20) 

其中R和B分別為觀測誤差和背景誤差的協方差矩陣。這稱為三維變分

同化。(4)式所示的波譜變換和(5)到(7)式所示的 ),( Dζ - ),( vu 變換可能

是反問題的一部分，但它們在反問題中不能單獨存在。 
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線性古典內插（Lagrange 內插法） 

下面將說明線性古典內插，即 Lagrange 內插法。首先考慮一維線

性內插。如圖 1(a)所示，已知 1 點和 2 點的ϕ 值，現在要以線性內插法

決定 k 點的ϕ 值，寫為ψ 。顯然的， 

21)1()( ϕϕϕψ ppxkk +−==                (21) 

其中 

12

1

xx
xxp k

−
−

=                       (22) 

(21)式是最簡單的一維內插。 
對圖 1(b)所示的二維網格來說，A 點和 B 點的ϕ 值，寫為 Aψ 和 Bψ ，

可藉由 x 方向的線性內插而得到： 

43B21A )1(,)1( ϕϕψϕϕψ pppp +−=+−=         (23) 

k 點的 kψ 值則可藉由 y 方向的線性內插而得到： 

BA)1(),( ϕϕϕψ qqyx kkk +−==               (24) 

1 2k x

x

(a) 

(b) 

3 4

1 2

1 (a) (b)  

•

B

A

k
y 
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其中 

13

1

yy
yyq k

−
−

=                       (25) 

將(23)式所示的 Aψ 和 Bψ 代入(24)式，得到二維內插公式如下： 

])1[(])1)[(1( 4321 ϕϕϕϕψ ppqppqk +−++−−=        (26) 

同理，三維的內插公式為 

}])1[(])1)[(1({
}])1[(])1)[(1(){1(

8765

4321

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕψ

ppqppqr
ppqppqrk

+−++−−+

+−++−−−=    (27) 

其中 

15

1

zz
zzr k

−
−

=                        (28) 

三維格點的編號如圖 2 所示。 
必須指出，內插到觀測點上的ϕ 值寫為ψ 比較方便。 

一維網格系統的線性觀測模式 

下面將寫出線性觀測算符的明確形式。接著考慮圖 3 所示的一維

1 2

3 4

5 6

7 8

),,( kkk zyx•   

2  

x 

y 
z 
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網格系統，這個網格系統有 7 個格點和 4 個測站，測站 1s 在格點 2 和 3
之間，測站 2s 在格點 4 和 5 之間，測站 3s 在格點 5 和 6 之間，測站 4s 在

格點 6 和 7 之間。令 kp 表示測站 ks 到左邊格點的距離和格距的比值（見

(22)式），再令 kψ 表示測站 ks 上的ϕ 值，則根據(21)式有 

31211 )1( ϕϕψ pp +−= ,    52422 )1( ϕϕψ pp +−=       (29) 

63533 )1( ϕϕψ pp +−= ,    74644 )1( ϕϕψ pp +−=       (30) 

上面兩個式子寫成矩陣形式，就是 

Hφψ =  

其中 

T][ 4321 ψψψψ=ψ  

T][ 7654321 ϕϕϕϕϕϕϕ=φ  



















=

44

33

22

11

ˆ00000
0ˆ0000
00ˆ000
0000ˆ0

pp
pp

pp
pp

H             (31) 

上式中 kk pp −=1ˆ 。 
在導出(29)和(30)式時，可先建立局部編號和全域編號之間的對照

表，如表 1 所示，然後(31)式所示的矩陣 H的所有元素就可以計算機程

3

1 2 3 4 5 6 7 

3s 4s  
˙ ˙ ˙ ˙ 

1s  
2s
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式產生。不過事實上在進行資料同化時並不需要把整個線性觀測算符 H
產生出來。所謂局部編號是圖 1(a)所示的編號，測站左邊的格點編成 1，
右邊的編成 2；所謂全域編號是指圖 3 所示的編號。 

二維網格系統的線性觀測模式 

考慮圖 4 所示的二維網格系統，這裡有 16 個格點和 4 個測站。二

維內插公式(26)式可改寫為 

4321

4321

ˆˆˆˆ
)1()1()1)(1(

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕψ

pqqpqpqp
pqqpqpqpk

+++=

+−+−+−−=      (32) 

局部編號 1 2 
測站 1 2 3 
測站 2 4 5 
測站 3 5 6 
測站 4 

全

域

編

號 6 7 
 

4 。 

1s•

2s• 3s•

4s•

21 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
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然後建立一個如表 2 所示的局部編號和全域編號的對照表，就可寫出測

站上ψ 值和格點上ϕ值的關係如下： 

7116113112111 ˆˆˆˆ ϕϕϕϕψ qpqpqpqp +++=  

10229226225222 ˆˆˆˆ ϕϕϕϕψ qpqpqpqp +++=  

123311338337333 ˆˆˆˆ ϕϕϕϕψ qpqpqpqp +++=  

1444134410449444 ˆˆˆˆ ϕϕϕϕψ qpqpqpqp +++=  

上面 4 個式子寫成矩陣形式，就是 

Hφψ =                        (33) 

其中 

T][ 4321 ψψψψ=ψ  

T][ 16151413121110987654321 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ=φ  

][ 4321 HHHHH =  

在這裡 

2

局部編號 1 2 3 4
測站 1 2 3 6 7
測站 2 5 6 9 10
測站 3 7 8 11 12
測站 4 

全

域

編

號 9 10 13 14
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

















=

0000
0000
0000
0ˆˆˆ0 1111

1

qpqp

H ,     



















=

0000
ˆˆˆ00

00ˆˆˆ
0ˆ0

3333

2222

1111

2 qpqp
qpqp

qpqp

H  



















=

00ˆˆˆ
ˆ00

00ˆ
0000

4444

3333

2222
3

qpqp
qpqp

qpqp
H ,    



















=

00ˆ
0000
0000
0000

4444

4

qpqp

H  

事實上在進行資料同化時也不需要把整個這個線性觀測算符 H 產生出

來。 
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