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第 1 章 

反問題 
 

1.1 前言 

反問題在大氣科學中隨處可見，不只這樣，其他許多物理或數學

問題都有反問題存在。反問題甚至在日常生活也經常碰到，例如由一個

人的背影是否可認出是哪個人，或者由野獸的足跡是否可判斷出是何種

動物。根據我們的經驗，的確是可以的，只要有夠多的資訊。我們很容

易辨認出親密的人的背影，獵人也不難由野獸的足跡判斷出它們的種

類，進而跟蹤它們。另一個反問題的例子是由某個學系大學入學考試的

加權總分計算出原始總分，這個問題只要有其他的輔助知識也可輕易解

決。 

既然稱為反問題，當然有相應的正問題存在。如何觀察某人而熟

悉他的背影，或者如何審視一已知野獸而得知其足跡的特徵，這是上面

提出的兩個反問題的正問題。當然由原始總分和權因子計算出加權總

分，更是簡單的算術而已。一般說來，反問題較難求解，必須有其他的

輔助知識才能處理。 

正反問題不分的情況 

正反問題的關係大致可分為三種情況。第一個情況是正反不分，

例如乘法和除法（除了乘以 0和除以 0外），指數與對數等的關係，還

1.1 前言 
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有四種 Fourier 變換和相應的逆變換、Hankel 變換及其逆變換等等，

都屬於正反不分的情況。其他的變換，例如在 GPS（全球定位系統，

Global Positioning System）掩星技術中出現的 Abel 變換： 
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其中 )(aα 為低軌衛星（low earth orbiting satellite, LEO）觀測到

的 GPS 射線彎角（bending angle），µ 為大氣中的折射指數垂直分布，

a和 x是一種垂直坐標，r0為大氣層頂到地心的距離。這個問題可說是

正反不分，因為由(1)式可導出(2)式，反過來也可以，它們同樣是下限

處具有奇異點的積分式。關於這個變換，我們將在第 11 章說明。 

    根據Planck定律，一個溫度為T的黑體放出的輻射強度（radiance）

隨波長λ 的分布可用下面的 Planck 函數表示： 
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其中 c, h, K 分別為光速、Boltzmann 常數和 Planck 常數。己知黑體

的溫度，就可由(3)式計算出它放出的輻射強度隨波長的分布。反過來

說，若己知一物體放出的輻射強度 λI ，也可求出它的亮度溫度

（brightness temperature） BT 。(3)式中令 

,BTT =     λλ IB =  

就可解出亮度溫度如下： 

)/21ln( 52
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+

=                  (4) 

(4)式中 BT 和 λI 之間的關係是正反不分的。 
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還有，飽和水汽壓 es只和氣溫 T有關，可寫為下面的函數形式： 

)(Tfes =                         (5) 

若實際水汽壓 e是己知的，則可按(5)式求出露點溫度 Td： 

)( dTfe =                         (6) 

假如 )(Tf 的函數形式採用 Tetens 公式： 
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TaTf )16.273(exp1078.6)(               (7) 

其中水汽壓以 mb（即 hP）為單位，a和 b值在平水面上為 

,2693882.17=a     K86.35=b  

則正反問題是不分的，因為由已知的 )(Tf 值按(7)式可求出 T來。不過

一般都認為，由溫度求飽和水汽壓是正問題，由實際水汽壓求露點溫度

則是反問題。 

適定的反問題 

第二個情況是正反問題差異相當明顯，但反問題是適定的

（well-posed）。所謂適定這個詞的意思包括三個要件，第一解是存在

的，第二解是唯一的，第三解是穩定的。這裡所謂穩定是指解連續的依

賴於資料，換句話說資料改變一點點，解也只能改變一點點。 

做為例子，考慮下面的線性代數方程組： 

bAx =                          (8) 

其中 A 為 N×N矩陣，x 和 b為 N×1向量。假設(8)式中矩陣 A 為已知，

若要由已知的 x 求出 b，這是正問題；若要由已知的 b 求出 x，則是反

問題。正問題只是矩陣乘法而已，運算簡單，反問題卻需求解代數方程

組，運算比較複雜。因此，在這裏正反問題差異相當明顯。假如矩陣 A

的行列式不接近於零，則反問題是適定的，利用現有的套裝軟體很容易
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求出解來。 

接著考慮下面渦度ζ 和流函數ψ 之間的關係： 

ζψψψ =+≡∇ yyxx
2                    (9) 

其中下標 x和 y分別表示關於 x和 y的偏導數，ψ 是 x和 y的連續可微

函數。若要由已知的ψ 決定出ζ ，則只要進行微分就夠了，這是很簡單

的正問題。若要由已知的ζ 決定出ψ ，則(9)式稱為 Poisson 方程，需

要再給定輔助條件才有解，但這個解需用稍微複雜的計算機程式才能求

出來，因此這是反問題。對反問題來說，(9)式的定解條件必須是下面

三個邊界條件之一： 

(a)ψ 本身在邊界上給定，這稱為 Dirichlet 型邊界條件。 

(b) nψ 在邊界上給定，其中下標 n表示外法向導數，這稱為 Neumann

型邊界條件。 

(c) nψ ＋αψ 在邊界上給定，其中α 是一個常數，這稱為混合型邊

界條件。 

若邊界條件是這三者之一，解才是適定的。 

另一個例子是第一類 Volterra 積分方程： 

dxxfyxKyg
y

a
)(),()( ∫=                 (10) 

其中核函數 K(x, y)是 x 和 y 的己知函數。若由已知的 )(xf 求 )( yg ，

則(10)式是積分運算，這是正問題。若要由已知的 )( yg 求出 )(xf ，這

是積分方程，不過由於上下限之一是 y 的函數，因此解通常是適定的。 

最後的例子是求解跟 Wien 位移定律有關的非線性方程。Wien 位移

定律說，黑體輻射強度最大處的波長和絕對溫度成反比。因此，將(3)

式對溫度 T微分，然後令結果等於零，得到 

yex x =−− −55                      (11) 

其中 x=hc/λKT，y=0。假如要由己知 x求出 y，這是簡單的正問題。若

y=0，就像在這裏的情況，要求出 x，則是反問題了，此時(11)式是非

線性方程，需用疊代法求解，這是稍為複雜的反問題。這個問題的答案
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是 x=4.9652，因此 

T
a

m =λ                         (12) 

其中 a=0.2897834 cm K。 

不適定的反問題 

第三個情況是正反問題差異相當明顯，但反問題是不適定的。仍

然考慮(8)式，如果方陣（方形矩陣）A 的行列式很接近於零，則反問

題是不適定的。對氣溫垂直分布的紅外遙測來說，輻射傳遞方程經過線

性化後可寫為(8)式，但此時 A 為 L×M 矩陣，x 和 b 分別為 M×1 和 L

×1向量，其中 L和 M分別為頻道和垂直層的個數。由於 L和 M通常不

相等，因此在這情況下求解(8)式的第一個念頭是決定出最小二乘解，

不過解仍是不適定的。 

當 0=ζ 時，(9)式是 Laplace 方程 02 =∇ ψ ，假設輔助條件不是邊

界條件，而是下面的初始條件： 

,0),0( =yψ     ky
k

yx sin1),0( =ψ           (13a,b) 

其中 0>k 。很容易用變數分離法證明，這個問題的解是 

kykx
k

yx sinsinh1),( 2=ψ                 (14) 

當 k 由 0增加到∞時，(13b)所示的 ),0( yxψ 慢慢趨近於零，但當 0≠x 時

(14)式所示的解並不趨近於零，而是趨近於無窮大。顯然的零是一個

解，因此對這個輔助條件來說，解不是連續的依賴於資料，在這裏資料

是指輔助條件。這是偏微分方程中不適定性的很有名的例子。用最通俗

的話說，(9)式所示的橢圓型偏微分方程，若以初始條件做為輔助條件，

則解是不適定的。 

接著考慮下面的第一類 Fredholm 積分方程： 

dxxfyxKyg
b

a
)(),()( ∫=                 (15) 
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其中 b>a。上式類似於(10)式，但上下限都是常數。對反問題來說， )(xf
的解並不是適定的，因為若 )(~ xf 是一個解，則下面的 )(xf 也是解： 

kxCxfxf sin)(~)( +=                   (16) 

其中 C可以是任意值，波數 k是很大的數。這是因為當核函數 ),( yxK 為

有界（bounded）時，根據 Riemann-Lebesgue 引理（lemma）（證明見

曾 1988c 第 542 頁），有 

,0sin),( →∫ dxkxyxK
b

a
    當 ∞→k 時          (17) 

(17)式用文字說明就是，若被積項中有波數 k很大的正弦函數的因子，

不論從哪裏積到哪裏，由於正面積和負面積會互相抵消，故總面積會趨

近於零。顯然的，由(16)式可以看出，解不是唯一的，也不是穩定的。 

氣象學中的反問題 

在氣象學中反問題隨處可見，但最重要的有下面幾類，將分別說

明。 

(a)四維資料同化（data assimilation）和參數估計（parameter 

estimation）問題。四維資料同化是指由氣象變數觀測值的時

間序列藉助動力模式決定出最佳的初始值，參數估計問題則是

決定出動力方程中的參數值。對這兩個問題來說，相應的正問

題則是數值預報，也就是由已知的初始條件和參數值，按動力

模式預報氣象變數值。 

(b)客觀分析。這是將分布不規則的測站上觀測到的氣象變數值內

插到分布規則的格點上，相應的正問題則是簡單的古典內插，

也就是將格點上的分析值內插到測站上。由於測站分布非常不

均勻，在海洋上、高山上、極區等地甚至沒有測站，因此反問

題比較複雜。 

(c)溫溼垂直分布的衛星紅外遙測。這是指由衛星上的紅外輻射觀

測決定氣溫和水汽垂直分布，相應的正問題是輻射傳遞模式，
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也就是由己知的氣溫、水汽垂直分布以及其他氣候資料決定衛

星上觀測到的輻射強度。 

(d)由 GPS 可降水量觀測決定水汽垂直分布。可降水量的定義為 

∫
∞

=
0

dzu vρ                       (18) 

這是單位垂直氣柱中水汽的總量，更正確的名稱是水汽積分量。

若已知水汽密度 vρ 的垂直分布，很容易計算出可降水量。可是

若可降水量為已知，就無法計算出水汽垂直分布了，這是由於無

窮多個水汽分布相應於一個可降水量值，因此解不是唯一的。如

果可降水量觀測足夠準確，還是很有用的，因為藉助水汽分布的

背景值可得到最佳的分析值，這是資料同化的目的之一。 

(e)由 GPS 的折射率觀測決定氣象變數。根據(2)式，折射指數µ（真

空中光速和介質中光速的比值） 可由彎角分布α 準確的決定出

來。大氣中折射指數比 1稍大，故使用另一變數 N比較方便： 

610)1( ×−= µN                     (19) 

折射率 N和氣象變數在微波區有下面的關係： 

2
51073.36.77

T
e

T
pN ×+=                 (20) 

上式稱為折射率方程，p 和 e 分別為以 mb 為單位的氣壓和水汽

壓，T為溫度。由氣象變數按(20)式計算 N是正問題，由 N連同

流體靜力方程計算氣象變數是反問題，因為後者少了一個方程。

因此，反問題有無窮多個解，必須藉助氣象變數的背景值決定出

適當的解。 

令 x 為未知數，通常稱為狀態向量（state vector），其元素稱

為狀態變數（state variables）；y 為可觀測量（observables），這

是可被觀測到的量，下面將舉例說明。它們之間有下面的關係： 

0),( =yxΓ                       (21) 

其中 y 和 x 分別為 L×1 和 M×1 向量，Γ為 K×1 矩陣，K 表示方程的

1.1 前言 
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個數。在這裡暫時不考慮觀測誤差。可觀測量是指儀器觀測到的物理

量，它不一定是狀態向量。舉例說，衛星輻射計各個測溫頻道觀測到的

物理量是亮度溫度，並不是氣溫垂直分布，因此氣溫垂直分布是狀態向

量，可觀測量則是亮度溫度。假如已有 y 的觀測值 oy ，而且不計觀測

誤差，則由上式有 

0),( =oyxΓ                       (22) 

我們的反問題是由已知的 oy 決定出 x 來。例如對四維資料同化問題來

說，x 是初始值， oy 是氣象變數觀測值的時間序列，Γ則是動力模式。

不過(22)式並不容易求解，還需要其他的輔助條件。 

在某些情況下，(21)式可寫為顯函數的形式，稱為向前模式

（forward model）： 

)(xhy =                        (23) 

其中h為非線性觀測算符（observation operator），也就是由狀態向

量 x 計算可觀測量 y 的過程，它的維數和可觀測量一樣。對氣溫垂直分

布的遙測來說，狀態向量 x是氣溫垂直分布，可觀測量 y 是衛星輻射計

測溫頻道可觀測到的亮度溫度，h 則是輻射傳遞模式。若 y 有觀測值

oy ，且不計觀測誤差，則(23)式可改寫為 

)(xhy =o                        (24) 

反問題就是由已知的 oy 決定出 x。由於按(24)式求出來的解 x通常是不

適定的，故需要其他的輔助資料，例如 x 的背景值 xb，才能決定出最佳

的 x。在氣象學上所謂背景值是指氣候值、持續值或數值預報值。持續

值是指 12 小時或 6 小時前的分析。現在數值預報技術飛躍進步，準確

度提高不少，故通常以數值預報值當做背景值。 

假如觀測算符是線性的，則有 

Hxy =                         (25) 

其中 H 為 L×M 矩陣。對客觀分析問題來說，x 是格點上的變數值，y
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是測站上的變數值，H 就是古典內插法了。若有 y 的觀測值 oy ，而且不

計觀測誤差，則(25)式變為 

Hxy =o                         (26) 

可否由(26)式解出 x： 

oyHx 1−=                        (27) 

這是不可行的，因為 H 不是方陣（方形矩陣），故其逆矩陣是沒有定義

的。在這情況下，雖然有最小二乘解，但解可能是不適定的，必須藉助

背景值 xb，才能使解穩定下來。 

關於反問題，還有幾點必須注意： 

(a)在求解反問題時，必須先求解正問題，雖然正問題看起來較簡

單，不過有時還是很複雜的，例如數值預報模式或輻射傳遞模

式。 

(b)反問題可視為一種內插過程，例如前面提到的 Wien 定律有關的

方程(11)式，令 x以很小的間距由 0增加到 100，這樣就可知道

解在那個範圍內了，然後再進行內插，就可求出使 y=0 的 x 值

來。因此，客觀分析問題才能解釋成反問題。 

(c)由於許多反問題是不適定的，解可能不是唯一的，或者不是穩

定的，因此必須藉助輔助條件，如背景值等，以便使解穩定下

來。 

1.2 最小二乘法 

 求解物理問題時，經常需令某種誤差取極小值，以便得到最佳解。

這個誤差當然指某種誤差的度量（measure），因為誤差通常是一個向

量，也就是說它不只是一個數。最常用的誤差度量是誤差的平方和，即 

∑
=

=
K

k
kJ

1

2

2
1 ε                        (1) 

其中 ,, 21 εε Kε,L 是 K個誤差。在上式中為方便起見，多寫了 1/2 的因

1.2 最小二乘法 
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子。令(1)式取極小值而得到的解一般稱為最小二乘解（least square 

solution）。上式可改寫 

εεTJ
2
1

=                         (2) 

其中上標 T表示轉置，ε為 1×K 單行向量： 

T
K ][ 21 εεε L=ε  

(1) 式 中 已 設 誤 差 是 無 偏 的 （ unbiased ） ， 也 是 不 相 關 的

（uncorrelated）。換句話說， 

0ε =)(E                         (3) 

IεεεC 2)(]Cov[ σ=≡≡ TE                  (4) 

其中E表示期望值，C 稱為誤差的協方差矩陣（covariance matrix），

I 則是單位矩陣。(3)式表示誤差的期望值等於零，這就是所謂無偏。

無偏的假設並不帶有限制性，因為一個隨機變數減去平均數後就變為無

偏的隨機數。(4)式則表示協方差矩陣是對角的，即各個誤差之間不相

關，而且對角項，即各誤差的方差（variance），都等於 2σ 。(3)和(4)

式也可寫為 

0)( =kεE                         (5) 

kllk δσεε 2)( =E                       (6) 

其中 klδ 為 Kronecker 符號，它的定義是 

;,1 lkkl ==δ     lkkl ≠= ,0δ             (7) 

必須指出， εεT 和 Tεε 是不同的，因為ε 是 1×K 矩陣，故 εεT 是一

個純量，即 

22
2

2
1 K

T εεε +++= Lεε                   (8) 

Tεε 則是一個 KK × 矩陣： 
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

















=

KKKK

K

K

T

εεεεεε

εεεεεε
εεεεεε

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

εε               (9) 

純量 εεT 就是K×K矩陣 Tεε 的跡（trace），也就是對角項的和，寫為 εεT = 
Tεεtr 。 

有時某些觀測比其他觀測不可靠，通常這是指各個誤差的方差

)( 22
kk εσ E≡ 並不相等。若考慮這個情況，則(1)式應改寫為 

22

12
1

kk

K

k
J εσ −

=
∑=                      (10) 

這是因為 2−
kσ 代表 kε 的準確度，方差 kσ 越大，準確度越低，因此(10)

式是加權平方和，權重為各個誤差的準確度，即方差的倒數。此時最小

二乘解就是令加權平方和取極小值而得到的解。 

最一般性的加權最小二乘法是令 

εCε 1

2
1 −= TJ                      (11) 

取極小值，其中 C 是誤差的協方差矩陣，這是將(9)式取平均數而得到

的量。在這裡已做了誤差為高斯分布（Gaussian distribution）的假

設。假如誤差之間不相關，但方差不一定相等，即協方差矩陣的第(k, l)

個元素為 klkklC δσ 2= ，此時 C是對角的，對角項表示方差，(11)式退化

成(10)式。更進一步說，假如方差都相等，即 IC 2σ= ，此時(11)式變

為 

εεTJ 22
1
σ

=                      (12) 

這個式子實質上和(2)式是相同的。透過線性變換，可把協方差矩陣 C

變為對角的，即(11)式一定可改寫為(10)式，故最一般性的加權最小

二乘法是令(11)式取極小值，這將在後面說明。必須指出，若誤差的

平均數不等於零，則誤差協方差矩陣的定義是 

1.2 最小二乘法 
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})]()][({[]Cov[ TεεεεεC EEE −−==            (13) 

將一個平均數為 0 的隨機向量和本身的外積取期望值，就是協方差矩

陣。 

協方差矩陣的性質 

協方差矩陣有下面幾個重要性質： 

(a)協方差矩陣是實數且對稱的，即 

lkkl CC =                        (14) 

其中 klC 表示協方差矩陣的第 ),( lk 個元素。這個性質可由定義

得知。 

(b)協方差矩陣是正定的（positive definite）。也就是說，對元

素不全為零的任何向量β來說，二次形（quadratic form） βCβT

都大於 0，即 

0>βCβT                       (15) 

這個性質可用下面的方法證明。設 f 是各個誤差 1ε , L,2ε , Kε
的線性組合，即 

∑∑
==

===
K

k
kk

K

k
kk ff

11
0)()(, εβεβ EE  

其中 kβ 為向量β的第 k 個元素，上式中已設誤差向量是無偏

的。f 的方差為 

βCβ∑∑

∑∑∑ ∑

= =

= == =

==

==−

K

k

K

l

T
lklk

K

k

K

l
lklk

K

k

K

l
llkk

C

ff

1 1

1 11 1

2 )()(})]({[

ββ

εεββεβεβ EEEE
 

因為方差一定大於零，故 0>βCβT 。 

(c)實數對稱矩陣 C的特徵值一定是實數。證明請見附錄 A1.1 節。

下面將證明，若 C也是正定的，則特徵值一定是正數。設 kλ 和 ku
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分別為協方差矩陣 C 的特徵值和相應的特徵向量，即 

Kkkkk ,,2,1, L== uuC λ               (16) 

將(16)式兩邊前乘（pre-multiplied）以 T
ku ，有 

k
T
k

k
T
k

k uu
uCu

=λ  

上式中分母是正值，又因為 C 是正定的，故分子也是正值，從

而上式右邊一定是正值，這樣就證明了 C 的特徵值一定是正數。 

必須指出，在這裡提到的協方差矩陣，是指同一向量的協方差矩

陣，正確的說法應該是自協方差矩陣（auto-covariance matrix）。

不同向量的協方差矩陣，稱為互協方差矩陣（cross-covariance 

matrix），沒有上面提到的性質。 

在實際使用時，誤差有不同的定義，完全取決於物理問題。下面

將說明做為本書重點的極小方差估計值和變分資料同化。在說明這兩個

重點以前，先考慮最簡單的迴歸問題。 

迴歸法 

做為最小二乘法的例子，首先討論線性迴歸問題。設物理量 y 和

另一物理量 x有下面的線性關係： 

xbay +=                        (17) 

現在有大量的 x和 y的統計樣本 kk yx , ，我們要由這些觀測值決定出最

佳的迴歸係數 a 和 b。對於某個樣本 ),( kk yx 來說，(17)式不會完全滿

足，一定會有誤差，即 

Kkxbay kkk ,,2,1, L=++= ε             (18) 

其中 K為樣本個數。對(18)式取樣本平均，有 

xbay +=                        (19) 

其中上橫線表示樣本平均，舉例說 

1.2 最小二乘法 
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∑
=

=
K

k
ky

K
y

1

1
                      (20) 

(18)式減去(19)式，得到 

kkk xxbyy ε+−=− )(                   (21) 

現在要決定最佳的迴歸係數 b，使得(1)式所示的誤差平方和取極

小值： 

∑∑ −−−==
k

kk
k

k xxbyyJ 22 )]([
2
1

2
1 ε            (22) 

將(22)式對 b微分，並令結果等於零，得到 

∑ =−−−−
k

kkk xxxxbyy 0))](([  

由上式解出 b，有 

2)(
))((

xx
yyxxb

kk

kkk

−∑
−−∑

=                  (23) 

另一個迴歸係數 a按(19)式決定出來。 

    必須指出，在實際工作時，(18)式中自變數 kx 的間距 =x∆ kk xx −+1

必須相等，否則擬合出來的直線將會是錯誤的。因此，假如不相等的話，

必須對統計樣本 ),( kk yx 做事先處理。先將 x 軸分為許多寬度相等的間

距，然後把這個間距內的所有 ky 做算術平均，當做這個間距中點的 y

樣本。重新定義的樣本是各間距中點的 x 值和這個間距內的 ky 值的算

術平均。 

考慮一個實際應用的例子。將風杯風速計（cup anemometer）放

進環境風速為 ev 的風洞中，則風速計量出的風速 v 滿足下面的風杯方

程： 

et vvv =+τ                       (24) 

其中下標 t 表示關於時間 t 的導數，τ 為時間常數。現在設有(N+1)個

觀測值： 

Nntvv nn ,,2,1,0),( L==                (25) 
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上式中 n表示時間指標。我們要決定出最佳的τ 和 ev 值。這個問題可用

迴歸法求解。令 

tvxvy == ,                     (26) 

則(24)式可寫為 

bxay +=                        (27) 

其中 

τ−== bva e ,                    (28) 

迴歸係數 a, b 可由 x 和 y 的觀測值決定出來，然後再按(28)就可決定

出風杯方程(24)式中的兩個參數τ , ev 。x和 y的樣本值按下式估計： 

),,2,1(
2

,
∆

11 Nnvvvy
t
vvvx nnnn

t L=
+

≅≡
−

≅≡ −−    (29) 

其中 t∆ 是時間步長（time step）。這個問題是由動力方程和大量的觀

測值決定出動力方程中的參數值，稱為參數估計（parameter 

estimation）問題。 

迴歸法另一個值得提的應用是海面溫度遙測。氣象衛星上攜帶的

紅外輻射計 11 mµ 和 12 mµ 窗區頻道量出的亮度溫度對海面溫度變化

比較敏感，故可用來決定這個物理量的值。首先建立海面溫度 sT 和這

兩個頻道亮度溫度 1211, TT 之間的線性關係： 

 1211 TcTbaTs ++=                    (30) 

現在已知某時某地的海面溫度，再由衛星資料中找出同一時刻輻射計正

好觀測到該地點時的兩個頻道的亮度溫度，這樣由全球全年各時刻的資

料就可建立大量的統計樣本，由此可決定出(30)式中的迴歸係數 a, b, 

c。 

為了求解這個問題，考慮下面的多元情況： 

NN xxxy βββ +++= L2211                 (31) 

對某個樣本來說，上式不會完全滿足，一定有誤差 kε ： 

1.2 最小二乘法 
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∑
=

+=++++=
N

n
knnkkNkNkkk xxxxy

1
2211 εβεβββ L     (32a) 

上式中 x的第一個下標表示不同的樣本，第二個下標表示不同的變數。

若寫成矩陣形式，就是 

εXβy +=                      (32b) 

其中 ][ nkx=X ，它是 NK × 矩陣。現在要決定最佳的β ，使下面誤差的

平方和取極小值： 

2

1 11

2 )(
2
1

2
1

n

K

k

N

n
knk

K

k
k xyJ βε ∑ ∑∑

= ==

−==             (33) 

將上式對 mβ 微分，並令結果等於零，得到 

Nmxxy
N

n
mnknn

K

k

N

n
knk ,,2,1,0)(

11 1
L==− ∑∑ ∑

== =

δβ      (34) 

其中 mn ββ ∂∂ / 已用 Kronecker 符號 mnδ 表示。(34)式可進一步簡化為 

∑∑ ∑
== =

=
K

k
kkmn

K

k

N

n
knkm yxxx

11 1
β                 (35) 

在導出上式時，已用到下面的 Kronecker 符號的性質： 

∑
=

=
N

n
kmmnkn xx

1
δ                     (36) 

上式中 n由 1增加到 N，但只有當 mn = 時， mnδ 才不會等於零，故 knx 要

改為 kmx 。(35)式寫成矩陣形式就是 

yXβXX TT =                      (37) 

因此，β 的最小二乘解為 

yXX)(Xβ TT 1−=                     (38) 

(38)式的導出雖然要費一番功夫，但結果很簡單。這相當於省略(32b)

式中的誤差項 ε，然後兩邊前乘以 TX 。若要將(38)式所示的結果應用

於(30)式所示的迴歸模式，只要令 
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3,)(,)(,)(,1 1231121 ===== NTyTxTxx kskkkkkk  

代入(38)式，求出β後，迴歸係數值就是 

321 ,, βββ === cba  

極小方差解 

接著考慮由某個向量 x 的兩種觀測決定最佳分析值的問題。這個

向量以後都稱為狀態向量，它描述一個系統的狀態。對大氣系統來說，

這些是指氣溫、氣壓、溼度等氣象變數。這兩個觀測值是實際觀測值和

背景值，分別用 M×1向量 ox 和 bx 表示。前面已說過，背景值是指某一

變數的經驗值，在氣象學通常指氣候值、持續值或數值預報值，通常使

用較為準確的預報值當做背景值。定義實際觀測誤差（measurement 

error）（通常稱為量測誤差）和背景誤差（background error）分別

為 

tt , xxεxxε −=−= bboo                 (39) 

其中上標 t表示真值。這兩個誤差都是 M×1向量，假設它們是無偏的，

即它們的平均數等於零： 

0ε0ε == )(,)( bo EE                  (40) 

這個假設表示觀測值和背景值的平均數都等於真值 tx ，即 

tt )(,)( xxxx == bo EE                 (41) 

現在令分析值 ax 是觀測值 ox 和背景值 bx 的線性組合，即 

)( boba xxKxx −=−                   (42) 

其中 )( ba xx − 稱為分析增量， )( bo xx − 稱為觀測增量，K是待求的 M×M

增益矩陣（gain matrix）。(42)式可改寫為 

)( boba εεKεε −+=                    (43) 

其中 txxε −= aa 是分析誤差。顯然的，(42)式所示的線性組合會使得分

1.2 最小二乘法 
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析誤差也是無偏的。最佳的 K可令下面的分析誤差的總方差取極小值而

得到： 

][ a
T
aJ εεE=                       (44) 

將(43)式代入(44)式，再對 K 微分，然後令結果等於零，就可得到最佳

的 K 值。由(44)式可知，這個極小方差估計值（minimum variance 

estimate）是求解最小二乘問題而得到的，將在第四章中詳細說明。 

變分資料同化 

接著說明變分資料同化。仍然考慮由狀態向量x的觀測值 ox 和背景

值 bx 決定最佳分析值的問題。因為背景值及其統計量（通常指平均數

和協方差矩陣）設為已知的，故可視為另一種觀測。定義一個新的 2M

×1誤差向量 ε~如下： 









−
−

=







=

xx
xx

ε
ε

ε
b

o

b

o~                    (45) 

根據最小二乘法，必須令下面的函數取極小值： 

εCε ~~~
2
1 1−= TJ                      (46) 

其中 2M×2M 矩陣 ]~~[~ TεεC E= 是誤差向量 ε~的協方差矩陣。首先考慮外

乘積 Tεε~~ ： 









=








= T

bb
T
ob

T
bo

T
ooT

b
T
o

b

oT

εεεε
εεεεεε

ε
ε

εε ][~~  

將上式取期望值，有  









=








=

B0
0O

εεεε
εεεεC

][][
][][~

T
bb

T
ob

T
bo

T
oo

EE
EE

             (47) 

其中 M×M矩陣 O 和 B 分別為觀測誤差和背景誤差的協方差矩陣： 

][],[ T
bb

T
oo εεBεεO EE ==  
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(47)式中已設觀測誤差和背景誤差不相關，即它們的互協方差矩陣等於

零： 

0εε0εε == ][,][ T
ob

T
bo EE  

在這情況下，(46)式可寫為 

b
T
bo

T
o

b

oT
b

T
oJ εBεεOε

ε
ε

B0
0Oεε 11

1

1

2
1

2
1][

2
1 −−

−

−

+=















=  

將(45)式代回上式，我們發現 

)()(
2
1)()(

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxxxOxx −−+−−= −−       (48)

 最佳的 x值，即分析值，可令(48)式所示的函數取極小值而得到。這個

函數稱為目標函數（objective function）或代價函數（cost function）。 

1.1 節中已說過，可觀測量 y 並不一定是狀態向量 x，它們之間有

下面的關係： 

0),( =yxΓ                       (49) 

這個關係通常是物理模式。此時(48)式應改寫為 

)()(
2
1)()(

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxyyOyy −−+−−= −−      (50) 

其中 O 為觀測誤差的協方差矩陣： 

)(]Cov[]Cov[ T
oooo εεεyyO E==−=  

在這情況下，在令目標函數 J取極小值的同時，可觀測量 y 和狀態向量

x 之間必須滿足(49)式所示的約束條件（constraint），這是約束極小

化的問題，將在 1.4 節中說明。設 x和 y 分別為 M×1和 L×1矩陣，則

B 和 O 分別是 M×M和 L×L矩陣，Γ則是一個向量。 

在大部分情況下，(49)式可寫為顯函數的形式： 

)(xhy =                        (51) 

1.2 最小二乘法 
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向前模式 h 是由狀態向量 x 到可觀測量 y 的變換。向前模式一定有誤

差，故(51)式應改寫為 

Fεxhy += )(                      (52) 

上式中 L×1向量 Fε 是向前模式誤差。在這情況下， 

rFooo εεεxhyyyxhy ≡+=−+−=− )()(
 

上式稱為觀測的隨機模式，其中觀測誤差 rε 是實際觀測誤差 oε 和向前

模式誤差 Fε 的和（為了區別起見，我們把 rε 稱為觀測誤差，把 oε 稱為

實際觀測誤差）。此時(50)式變為下面最常見的三維變分同化的目標函

數： 

)()(
2
1)]([)]([

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxxhyRxhy −−+−−= −−     (53) 

其中 L×L矩陣 R 是觀測誤差的協方差矩陣： 

)()](Cov[]Cov[ T
rror εεxhyεR E=−==             (54) 

這個協方差矩陣可寫為 

FOεεεεεεεε

εεεεεεR

+=+++=

++=+=

)(

]))([(]Cov[
T
FF

T
oF

T
Fo

T
oo

T
FoFoFo

E

E
           

(55) 

上式中 L×L 矩陣 O 和 F 分別為實際觀測誤差和向前模式誤差的協方差

矩陣： 

]Cov[ oεO = ,    ]Cov[ FεF =               (56) 

在導出(55)式的過程中已假設實際觀測誤差和向前模式誤差是不相關

的，也就是說它們的互協方差矩陣等於零： 

0εε0εε == )(,)( T
oF

T
Fo EE  

(53)式很容易導出，只要令 









−

−
=








=

xx
xhy

ε
ε

ε
b

o

b

r )(~  
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然後代入(46)式，再做類似的假設就可得到。 

假如向前模式是線性的，即 rεHxy += ，則目標函數變為 

)()(
2
1)()(

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxHxyRHxy −−+−−= −−      (57) 

其中 L×M矩陣 H 是線性觀測算符。 

假如現在有 mK 種不同的觀測系統，而且不同觀測系統的觀測誤差

都是不相關的，則(53)式應改寫為 

)()(
2
1)]([)]([

2
1 11

1
b

T
bk

o
kk

T
k

o
k

K

k

m

J xxBxxxhyRxhy −−+−−= −−

=
∑  (58) 

其中下標 k是表示不同觀測系統的指標，這些可能是無線電探空儀觀測

到的常規氣象資料、氣象衛星攜帶的輻射計觀測到的亮度溫度、GPS 掩

星觀測得到的彎角等等。(58)也很容易導出，只要令 

TT
b

Tr
K

TrTr
m

])()()()[(~
21 εεεεε L=  

然後代入(46)式，再做類似假設就可得到。這些假設是 

kkk
Tr

k
r
k ′′ = δRεε ])([E ,    0εε =])([ T

b
r
kE  

換句話說，不同的觀測系統是不相關的，而且各種觀測系統的誤差都和

背景誤差不相關。 

必須指出，若要由狀態向量 x 的觀測值和背景值決定最佳分析值，

可令(48)式所示的目標函數取極小值而得到，不過這並不是求解反問

題，因為沒用到向前模式。至於令(53)式和(57)式所示的目標函數取極

小值，則是分別求解反問題 )(xhy =o 和 xHy =o 的最重要方法，這是因

為反問題是不適定的，需要借助背景值才能求出解來。 

四維變分同化 

對四維變分同化問題來說，目標函數仍然可寫為(53)式，但最好

特別強調時間維，即 

1.2 最小二乘法 



22•第 1 章反問題 
 

)()(
2
1)]([)]([

2
1

0
1

00
1

0
b

T
bnn

o
nn

T
nn

N

n

o
nJ xxBxxxhyRxhy −−+−−= −−

=
∑ (59) 

其中下標 n 是時間指標， 0x 和 bx 分別表示初始時刻的狀態向量及其背

景值， 0B 表示初始時刻的背景誤差協方差矩陣。 )( nn xh 表示觀測算

符，也就是從狀態向量 nx 到可觀測量 ny 的變換： 

F
nnnn εxhy += )(                     (60) 

上式中 F
nε 表示向前模式誤差。觀測算符顯然會隨時間而不同，舉例說

對衛星資料來說觀測點一定隨時間而不同，觀測算符自然也就不同

了。嚴格的說，xb 是上次的分析值，即 t0時的分析值。至於 nt 時的狀

態向量 nx 則由下面的動力方程預報得到： 

Nnnnnn ,,2,1,)( 11, L== −− xx M             (61) 

其中 xn 是( N + 1 )個 M 維向量，其元素有 M 個，它表示時間點 tn

（ ,0=n N,,1 L ）的狀態向量。在目前的業務數值預報模式中，M 的數

量級大約為106
。至於 1, −nnM ，則是作用在 1−nt 時狀態向量 1−nx 以便得

到 nt 時狀態向量 nx 的預報算符，可能是非線性的。對線性預報模式來

說，(61)式可寫為 

111 −−− += nnnn fxMx                   (62) 

M×M 矩陣 1−nM 稱為轉移矩陣（transition matrix）， 1−nf 為強迫項。 

(59)式中已假設觀測誤差和背景誤差不相關，而且也假設觀測誤

差 r
nε

F
n

o
n εε += 是白噪聲（white noise），也就是說不同時刻的觀測誤

差是不相關的，即 

nnn
Tr

n
r
nE ′′ = δRεε ])([  

其中 nn ′δ 為 Kronecker 符號。 

若可觀測量不是狀態向量本身，相應的分析值稱為極大後驗機率

估計值（maximum a posteriori probability estimate）。必須指出，

由於對稱正定矩陣的逆（inverse）也是對稱正定矩陣，故這些目標函

數中的各項都是正值。令上面所說的目標函數取極小值而決定出最佳估
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計值的方法在氣象學上都稱為變分資料同化（variational data 

assimilation），包括一維變分反演（inversion）、三維變分分析和

四維變分同化，這些都是本書的重點，將在後面各章中詳細說明。 

    上面以最小二乘法簡單的介紹了極小方差估計值和極大後驗機率

估計值，並且導出了變分資料同化使用的目標函數，但理論並不周全，

更嚴謹的方法必須建立在機率理論上。簡單的說，極小方差解相當於條

件平均數（conditional mean），極大後驗機率估計值則相當於條件眾

數（conditional mode），這些將在 4.4 節中說明。 

矩陣的對角化 

通過線性變換，可將協方差矩陣變換為對角矩陣，那麼就可了解

為什麼(11)式是最一般性的加權最小二乘法的目標函數。令協方差矩陣

C的特徵為 kλ ，相應的特徵向量為 ku ，如(16)式所示。因為 C 是實數

對稱矩陣，故其特徵向量是正交的，即 

kll
T
k δ=uu                       (63) 

在上式中已將特徵向量標準化了，也就是說當 k=l 時它們的長度等於

1。現在令 

][ 21 KuuuU L= ,    ),,,diag( 21 Kλλλ L=Λ      (64) 

U 是特徵向量組成的方形矩陣，Λ為對角矩陣，對角項為特徵值。利用

(64)式，則(16)和(63)式分別寫為 

UΛCU = ,    IUU =T                (65a,b) 

利用(65b)式，則由(65a)式有 

TT UUΛCUUΛC 11 −− == 或            (66a,b) 

(66)式中 

),,,diag( 11
2

1
1

1 −−−− = Kλλλ LΛ  

因為協方差矩陣是對稱正定的，故其特徵值都大於零，從而逆矩陣 1−Λ

1.2 最小二乘法 
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是存在的。(66a)式稱為對稱正定矩陣 C 的特徵值分解（eigenvalue 

decomposition）。 

    另一方面，利用(66b)式，(11)式可改寫為 

εΛεεUUΛεεCε ′′=== −−− 111

2
1

2
1

2
1 TTTTJ          (67) 

其中 

εUε T=′                        (68) 

新誤差ε′的協方差矩陣為 

ΛCUUUεεUεεεC ===′′=′=′ TTTT )()(]Cov[ EE       (69) 

在導出上式時已用到(66a)式和(65b)式。由(69)式可看出，新誤差的協

方差矩陣變為對角的，對角項就是新誤差的方差，它們等於 C 的特徵

值。(67)式和(10)式在形式上完全一樣。因此，透過線性變換(68)式，

(11)式就變為(10)式，故令(11)式取極小值是最一般性的最小二乘法。

也因為這樣，目標函數中做為權重的逆矩陣都代表各項的準確度。 

1.3 無約束極小化 

在變分資料同化問題中需要求出目標函數的極大值或極小值，現

在說明一些基本原理。假設目標函數 J為 x的函數： )(xfJ = ，這個函

數在 ∗x 處有極值，而且 f在 ∗x 處具有有界的（bounded）二階導數。令

α 為無窮小正數，η 為非零任意數。將 )( αη+∗xf 對 ∗x 做 Taylor 級數

展開，有 

)()(
2
1)()()( 322 αηαηααη Oxfxfxfxf +′′+′+=+ ∗∗∗∗      (1) 

若 ∗x 處 f有極小值，則 )()( ∗∗ ≥+ xfxf αη 。因此由(1)式有 

0)()(
2
1)( 322 ≥+′′+′ ∗∗ αηαηα Oxfxf             (2) 

因為η 是任意數，故可令它等於 )( ∗′− xf ，然後兩邊除以α，最後再令
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α 趨近於零，得到 0)]([ 2 ≤′ ∗xf 。由於左邊是正數或零，因此這個式子

成立的條件是 

0)( =′ ∗xf                         (3) 

這是 ∗x 處 f有極小值的必要條件。用同樣的方法可以證明， ∗x 處 )(xf
有極大值的必要條件也是(3)式。(3)式是為人所熟知的 ∗x 處 f 有極值

的條件。至於是極大值或極小值，將在下面討論多元（即多變數）的情

況時再說明。 

若目標函數 J 是 1×M 向量 x 的函數，即 )(xfJ = ，也可用類似的

方法導出取極值的必要條件。假設 f 在 ∗x 處有極小值，則極小值 )( ∗xf
滿足下式： 

)()( ∗∗ ≥+ xηx ff α                     (4) 

其中α 仍然是無窮小的正數，η為非零的 1×M 任意向量。假設 f 具有

有界的二階偏導數，將 )( ηx α+∗f 對 ∗x 做 Taylor 級數展開，有 

)(
2
1)()( 32 αααα Offf TT ++

∂ 
∂ 

+=+ ∗∗ ηGη
x

ηxηx       (5) 

其中上標 T 表示矩陣的轉置；G 是 MM × 矩陣，它的第(i, j)個元素

為 ji xxf ∂∂∂ 2 / ，這個矩陣稱為 Hesse 矩陣。(5)式也可用下式表示： 

∑∑∑
= ==

∗∗ +
∂∂ 

∂ 
+

∂ 
∂ 

+=+
M

i
j

M

j ji
i

M

i i
iiii O

xx
f

x
fxfxf

1

3

1

2
2

1
)(

2
1)()( αηηαηαηα  

假如 )( ∗xf 是極小值，則由(4)和(5)式有 

0)(
2
1 32 ≥++

∂ 
∂ ααα Of TT ηGη
x

η               (6) 

因為 η是任意向量，故可令 xη ∂ ∂ −= /f ，於是(6)式變為 

0)( 2 ≥+







∂ 
∂ 









∂ 
∂ 

− αα Off
T

xx
 

1.3 無約束極小化 
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將上式兩邊除以α ，再令α 趨近於零，得到 

0≤





∂
∂







∂
∂

xx
ff T

 

上式左邊代表向量 x∂ ∂ /f 長度的平方，因此若要上式成立，則這個向

量必須為零向量： 

0
x

=
∂ 
∂ f

    （極大或極小）                (7) 

這是 )(xf 取極小值的必要條件，也是取極大值的必要條件（將(4)式

改為 )()( ∗∗ ≤+ xηx ff α ）。必須指出，(7)式所示的條件相當於令 J

的微分等於零： 

∑
=

=
∂
∂

≡
∂
∂

=
M

i
i

i

T dx
x
ffddJ

1
0

x
x                 (8) 

其中 idx 是任意的，故由(8)式可得到(7)式。 

還需另一個條件去分辨極小值或極大值。在(7)式所示的條件下，

(6)式變為 

0)(
2
1 32 ≥+ αα OT ηGη                    (9) 

上式兩邊除以 2α ，並令α 趨近於零，我們發現 )( ∗xf 為極小值的充分

條件是 

0>ηGηT （極小）                  (10) 

也就是說，極小點 ∗x 處的 Hesse 矩陣必須是正定的（positive 

definite）（嚴格的應該是半正定的）。同理也可以證明， )( ∗xf 為

極大值的充分條件為 

0<ηGηT （極大）                  (11) 

也就是說，極大點 ∗x 處的 Hesse 矩陣必須是負定的（negative 

definite）（嚴格的說應該是半負定的）。若這個矩陣是正定的，則極

值是極小值；若這個矩陣是負定的，則極值是極大值。根據 1.2 節，實
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數對稱正定矩陣的特徵值都是正值，因此若 Hesse 矩陣 G 的特徵值全是

正數，則極值為極小值。 

下降算法 

下降算法（descent algorithm）是指求一個函數極小值的疊代法。

所有的下降算法，都需用到目標函數的梯度或二階導數，由於二階導數

的計算較為複雜，故大型最佳化問題通常不藉由需用到二階導數的下降

算法去求解。1.2 節中已提到，變分同化問題是求出使得目標函數取極

小值的狀態向量，因此變分資料同化最重要的數值問題是利用下降算法

求解。 

本節中考慮無約束極小化問題，也就是說目標函數 )(xJ 中的 M×1

向量 x 的元素之間沒有約束條件。狀態向量 x的 M個元素可視為一個 M

維空間的坐標，梯度算符可在這個相空間（phase space）中定義，正

如它可在物理空間中定義一樣。梯度 x∂∂≡∇ /JJ 決定出來以後，就可

用在下降算法中，以便決定出使 J取極小值的 x。下降算法現在已有大

量文獻，可參考 Nocedal 和 Wright 1999，在變分最佳分析上的應用可

參考 Navon 和 Legler 1987 以及 Rodgers 2000（第 5 章），有些數值

方法的書（例如 Press 等人 1992）也會討論一般的下降算法。 

設想我們由某一點 x 點沿某一方向 e前往附近的另一點 ex α+ ，其

中α 為很小的正數，e 為任意向量。將 )( ex α+J 對 x 做 Taylor 級數展

開，有 

L++=+ gexex TJJ αα )()(                (12) 

其中 xg ∂∂≡∇≡ /JJ ，以後都用 g表示梯度。假如α 夠小的話，則(12)

式右邊前兩項佔優勢，更高階項可略去不計。由(12)式可知， geT 的符

號決定了正在上升或下降。也就是說當 0>geT 時， )()( xex JJ >+ α ，

ex α+ 處的 J 值較大，此時我們正在上升。相反的，當 0<geT 時，我

們正在下降，此時e稱為 x 處的下降方向。顯然的 ge −= 是最陡下降

（steepest descent）方向。 

1.3 無約束極小化 
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假設 0≠∇≡ Jg ，而且 C 是任意對稱正定矩陣。根據對稱正定矩陣

的定義，有 0>CuuT ，其中 u 為任意非零向量。令 

Cge −≡1                        (13) 

則 

01 <−=−= CgggCgge TTTT                (14) 

因此根據(14)式，(13)式所示的 1e 也是一個下降方向。 

    總結的說，下降方向e是使得 0<geT 的方向。特別的說， Cg− 也

是下降方向，其中 C是任意對稱正定矩陣。當 C為單位矩陣時， ge −= ，

這是最陡下降方向。 

    凸函數的觀念在極小化問題中相當有用。為簡便計只說明一元凸函

數。如圖 1-1 所示，考慮函數 )(xfJ = 。令 1x 和 2x 為任意兩點，A和 B

點的坐標分別為 ),( 11 Jx 和 ),( 22 Jx 。若曲線 )(xfJ = 上兩任意點 A 和 B

點的連線都大於 )(xf ，則 )(xf 稱為凸函數（convex function）。凸函

數的極小點就是全局極小點（global minimum）。當凸函數有多個極小

點時，這些極小點必定相等。此外，嚴格凸函數定義為只有唯一的極小

點。 

    下降算法是首先給出 )(xJ 的極小點 ∗x 的一個首次猜測值 0x ，然後

計算一系列的疊代點 1x , L,2x ，希望這個序列 }{ nx 的極限就是某一極

1x 2x

1-1 

J 

A

B

)(xf

x 
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小點 ∗x 。許多疊代方案中疊代點以兩個不同的階段趨近於極小點。全

局收斂性（global convergence）是指初始點 0x 遠離極小點的情況下

某個疊代方案的收斂性。在這個疊代的前期階段我們希望疊代點持續的

往極小點的附近移動，此時只要求 

∗∗
+ −≤− xxxx nn 1 ,    0nn >  

就夠了，其中 0n 為一正整數。上式中 u 表示向量 u的長度，即 

uuu T=  

這是一種最常用的範數（norm），範數是描述向量大小的量。在疊代的

後期， ∗− xxn 已變為很小，局部收斂性（local convergence）則告

訴我們疊代點收斂於極小點的速率。如果存在著一個與 n 無關的常數

0>β , 1>α 以及 0n ，使得當 0nn > 時， 

α
β ∗∗

+ −≤− xxxx nn 1  

成立，則稱這個算法是α 階收斂的。當 1=α ，而且 10 << β 時，相應的

算法稱為線性收斂的；當 21 << α 時，稱為超線性收斂的；當 2=α 時，

稱為二次收斂的。一般說來，階數越高，收斂得越快。從計算角度看來，

一個算法若有超線性或二次收斂，就被認為是較好的算法。對變分同化

問題來說，初始點可用背景值，這個值已很接近極小值，因此局部收斂

性比全局收斂性重要得多了。 

    下降算法的收斂性判據一般說來可分為下面幾種： 

(a) 梯度判據。這是指目標函數在疊代點的梯度的範數達到充分的

小，即 1)( ε<∇ nJ x ，其中 n為疊代序號。 

(b) 距離判據。相鄰兩次疊代點之間的距離達到充分的小，即

21 ε<−+ nn xx 。 

(c) 函數值判據。相鄰兩次疊代點的函數值或相對值已達到充分的

小，即 

1.3 無約束極小化 
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或31 )()( ε<−+ nn JJ xx     4
1

)(
)()(

ε<
−+

n

nn

J
JJ

x
xx

 

上面幾個式子中 1ε , 2ε , 3ε , 4ε 都是事先給定的足夠小的正數。這些

判據都在一定程度上反映了疊代過程可能已到達極小值。滿足其中任何

一個判據，都可視為可能已收斂到極小點，可以終止計算工作。不過即

使滿足這些判據，也有可能不是極小點，更不用說是全局極小點了。 

最陡下降法 

可以想像，為了要到達 J的極小點 x，可用下面的疊代方案： 

nnnn gxx ξ−=+1                     (15) 

其中 )( nn J xg ∇≡ 為第 n 次疊代時目標函數 J 關於 x 的梯度。 1+nx 應該

比 nx 更接近極小點，因為 ng− 是最陡下降方向。(15)式所示的疊代方

案稱為最陡下降法（method of steepest descent），因為下降方向

一直沿著負局部梯度的方向。 nξ 是正值純量，稱為步長（step size），

每次疊代時移動的距離就是步長（因為 ng 不是單位向量，故真正的步

長是 nn gξ ）。步長假如太小，則走得太慢；假如太大，則 )( 1+nJ x 的

值又可能比 )( nJ x 大，也就是說沒有往極小點邁進。最佳的步長可令

)( nnnJ gx ξ− 取極小值而得到： 

0)()( 1 =−
∂

∂
=

∂
∂

+ nnn
n

n
n

JJ gxx ξ
ξξ

            (16) 

上式表示沿下降方向尋找極小點。(16)式相當於 

0)( 1

1

1 =
∂

∂








∂

∂ +

+

+

n

n
T

n

nJ
ξ
x

x
x

 

也就是說 

01 =+ n
T
n gg                       (17) 

(17)式表明，在前後兩次疊代的 x 處，其梯度必須互相垂直，如圖 1-2
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所示。(16)式所示的一維極小化問題稱為線搜尋（line search），這

是相當簡單的數值問題，因為下降方向只有一個。(17)式所示的關係

可按下面方法得到。首先由 nx 點沿這一點的最陡下降方向 ng− 到達一

個極小點 1+nx ，不要再繼續走，改為沿 1+nx 處的最陡下降方向 1+− ng 下

去。這個方向垂直於 1+nx 處的 J 等值線， ng− 則平行於這條線，因而

得到(17)式。最陡下降法開頭幾步的步長較大，但由於相鄰兩次疊代

的下降方向是正交的，因此在極小點附近，疊代點逼近極小點的速率

越來越慢，從而只具有線性的收斂性。 

由於最陡下降法相對的勇健（robust），也就是說對首次猜測值

的選擇較不敏感，因此這個方法在疊代初期的表現相當良好。不過在疊

代後期收斂速率較慢，故很少單獨用來實際執行極小化工作。 

共軛梯度法 

大型極小化問題經常使用的下降算法稱為共軛梯度法（conjugate 

gradient method）。對向量族 L,, 10 ee 來說，假如 

jij
T
i ≠= ,0Cee                    (18) 

則這個向量族稱為關於 C 共軛的，其中 C 為正定對稱矩陣。當 C是單位

1.3 無約束極小化 

nx

ng−

1+nx1+− ng極小點
•

1-2 J
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矩陣時，(18)式就是一般的正交性，因此共軛性是正交性的推廣。 

做為例子，考慮下面二次多項式的極小化問題： 

Gxxxbx TTaJ
2
1)( ++=                  (19) 

其中 a為常數，b和 G 分別為向量和對稱正定矩陣，它們都與 x無關。

G 是 Hesse 矩陣，它的第 ),( ji 個元素是 ji xxJ ∂∂∂ /2 。將(19)式對 x微分，

有 

Gxbg +=∇≡ J                     (20) 

(20)式的證明如下。(19)式可寫為 

∑∑∑ ++=
i j

jijiii
i

xGxxbaJ
2
1

 

將上式對 mx 微分，有 

iim
i

jmj
j

m

i j
jmiji

i j
jijimimi

im

xGxGb

GxxGb
x
J

∑∑

∑∑∑∑∑

++=

++=
∂
∂

2
1

2
1

2
1

2
1 δδδ

 

上式用矩陣形式表示，就是 

xGGxbg TJ
2
1

2
1

++=∇≡  

因為 G 是對稱矩陣，故上式可改寫為(20)式。上面已導出兩個矩陣微分

公式： 

bxb
x

=
∂
∂ T ,    xGGxGxx

x
TT +=

∂
∂

 

因此，由(20)式可知，極小點 ∗x 滿足下式： 

∗−= Gxb                        (21) 

由於(19)式所示的二次多項式是相當簡單的非線性函數，一般性

的目標函數在極小點附近的性質又近似於二次多項式，所以這個函數常
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常當做模式之用。現在假設x只有兩個元素。如圖 1-3 所示，設想我們

從 0x 點沿下降方向 0e 抵達 1x 點，此處正是 0e 方向的極小點。假如再沿

最陡下降方向 sde 下去，就會耗費太多時間才能抵達極小點。我們有另

一個選擇。根據線搜尋， 0e 和 sde 互相垂直，即 

)(0 10100 Gxbegeee +−=−== TT
sd

T  

在導出上式時已用到(20)式。將(21)式代入上式，得到 

0)( 10 =−∗ xxGeT                     (22) 

由(22)式可知， )( 1xx −∗ 和 0e 關於 G 互為共軛。顯然的，假如由 0x 點

沿下降方向 0e 抵達x點後，然後再沿共軛方向 )( 1xx −∗ 繼續前行，我們

立刻抵達極小點。可以證明，共軛方向是前一次的搜尋方向（即下降方

向） 0e 和這次的最陡下降方向 1ge −=sd 兩者的線性組合，而且在這兩

個方向之間。顯然的，對二元二次多項式 )(xJ 來說，只要 2 步就可抵

達極小點。還可以證明，若 )(xJ 是 M 元二次多項式，只要 M 步就可抵

達極小點。不過一般的目標函數 )(xJ 通常不是二次多項式，故必須更

多步才能抵達極小點，甚至無法抵達。 

共軛梯度法的疊代方案為 

nnnn exx ξ+=+1                     (23) 

其中 ne 為上次的下降方向。步長 nξ 仍由線搜尋決定，即求出一個 nξ ，

使得 )( nnnJ ex ξ+ （ nx 和 ne 保持固定）取極小值，即 

∗x

0x  

1x

0e

1ge −=sd

cge  

1-3 sde x cge
∗x  

1.3 無約束極小化 
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0)( =+
∂

∂
nnn

n
J ex ξ

ξ
                  (24) 

在這情況下，這次的梯度和上次的搜尋方向（即下降方向）是正交的，

即 

01 =− k
T
k ge ,    來說對所有的k               (25) 

另外，令 )( 000 xge J−∇≡−= ，也就是說第 0 步是沿著最陡下降方向。

圖 1-4 表示各符號的意義。 

線搜尋也可不必找到這個下降方向的極小點，此時(25)式不成

立，這種線搜尋稱為不準確線搜尋（soft line search）。找到極小

點的線搜尋稱為準確線搜尋（exact line search）。在實際計算中一

般做不到準確線搜尋，實際上也沒必要做到這一點，這是因為準確線

搜尋會耗費計算時間，而且對加快收斂的效果也不大，因此現在不少

下降算法使用不準確線搜尋，不過不準確線搜尋不在這裡說明。 

這次的下降方向則由下式給出： 

nnnn ege β+−= ++ 11                    (26) 

(26)式表明，現在的搜尋方向是上一次的搜尋方向和這次的最陡下降方

向的線性組合。考慮下面的表達式： 

0)( 111111 <−=+−= ++++++ n
T
nn

T
nnnn

T
n gggegge β  

在導出上式時已使用(26)式和(25)式。這樣就證明了(26)式所示的方向

1+ne 是下降方向。顯然的，最陡下降法相當於令(26)式中 0=nβ 。 
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下面將導出若干關係式，然後說明 nβ 的選擇。我們要求出 nβ ，使

得新的下降方向 1+ne 和所有以前的下降方向 je （ nj ≤ ）關於 G 互為共

軛，即 

0,,1,,01 L−==+ nnjj
T
n Gee              (27) 

其中 G 為 Hesse 矩陣。 

首先考慮下面的表達式： 

L,3,2),) 111 −−=−=+−= +++ kkjjk
T
jjjk

T
jk

T
j g(gegg(gege  

在導出上式第二個等號右邊時已用到(25)式。假如 )(xJ 以(19)式所示

的二次函數來近似，則g由(20)式給出，再利用(23)式，上式變為 

LL

L

,3,2),
))

112211

122111
−−=+++=

−++−+−=−=

++−−−−

++−−−+

kkjjjkkkk
T
j

jjkkkk
T
jjk

T
jk

T
j

eeeG(e
xxxxxG(xexG(xege

ξξξ
 

上式第 2 個等號右邊的小括弧內已加減一個同樣的量。當 2−= kj , 

3−= kj , L,3−= kj 時，利用共軛條件(27)式，則由上式分別有 

          0)112 == −−− kk
T
kk

T
j eG(ege ξ  

          0)22113 =+= −−−−− kkkk
T
kk

T
j eeG(ege ξξ  

1.3 無約束極小化 

1-4 nx 1+ne 1+ng ne 1+ne
1+ng ne  

1+nx

1+ne

ne  

nx

1+− ng
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0)3322114 =++= −−−−−−− kkkkkk
T
kk

T
j eeeG(ege ξξξ  

          … 

因此， 

L,3,2,0 −−== kkjk
T
j ge  

由這個式子和(25)式可知，現在的梯度不但和上次的搜尋方向正交，而

且也和所有以前的搜尋方向都是正交的，也就是說 

L,2,1,0 −−== kkjk
T
j ge               (28) 

    將(26)式中 n改為 1−j ，然後取轉置，再後乘以 kg ，有 

k
T
jjk

T
jk

T
j geggge 11 −−+−= β ,    L,2,1 −−= kkj  

利用(28)式，上式變為 

0=k
T
j gg ,    L,2,1 −−= kkj              (29) 

(29)式表明，所有疊代點上的梯度是互相正交的。 

另一方面，考慮下面的表達式： 

nnnnnn GexxGgg ξ=−=− ++ )( 11  

在導出上式第 2個等號右邊時已用到(23)式。由上式有 

)( 1
11

nnnn ggGe −= +
−− ξ                  (30) 

為了導出(26)式中的 nβ ， nj = 時的(27)式以(26)和(30)式代入，

有 

0)()( 1
11

1 =−+− +
−−

+ nnn
T

nnn ggGGeg ξβ  

利用(28)式，上式變為 

n
T
nnnn

T
n geggg β−−−= ++ )(0 11  

再將上式中的 T
ne 以(26)式（(26)式中 n先改為 1−n ）代入，我們發現 
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n
T
nnn

T
nn

T
nnnn

T
n

n
T

nnnnnn
T
n

ggggggggg

gegggg

ββ

ββ

+−=+−−=

+−−−−=

++++

−−++

1111

1111

)(

)()(0
 

在導出上式第二個等號右邊時用到了(28)式，在導出第三個等號右邊時

用到了(29)式。上式第二個等號和第三個等號給出了 Polak-Ribi　re

（簡稱 PR）算法和 Fletcher-Reeves（簡稱 FR）算法： 

n
T
n

nn
T
n

n gg
ggg )( 11 −

= ++β （PR）,    
n

T
n

n
T
n

n gg
gg 11 ++=β （FR）   (31) 

可以證明，當 L,2,1 −−= nnj 時，由(27)式所示的共軛條件給出

了 1−nβ , 2−nβ , L等的表達式，但它們都跟(31)式完全一致。因此(31)

式所示的 nβ 會使(26)式所示的 1+ne 滿足共軛條件(27)式。由(28)式可

看出，對(19)式所示的二次多項式來說，FR 算法和 PR 算法完全一樣。

不過對一般的函數來說，這兩種算法並不一樣。根據以往的經驗，後者

優於前者。 

共軛梯度法的疊代步驟如下： 

(a)選擇 0x ，然後以微分、有限差分法或伴隨法（adjoint method）

（見 1.4 節）計算 )( 00 xg J∇= ，令 00 ge −= 。 

(b)令 0/)( =∂+∂ nnnnJ ξξ ex ，以線搜尋決定 nξ 。 

(c) nnnn exx ξ+=+1 ，然後以微分、有限差分法或伴隨法計算

=+1ng )( 1+∇ nJ x 。 

(d) n
T
nnn

T
nn ggggg /)( 11 −= ++β （PR 算法）或 n

T
nn

T
nn gggg /11 ++=β （FR

算法）。 

(e) nnnn ege β+−= ++ 11 。 

(f)回到(b)。 

必須指出，在進行一般函數的極小化問題時，需做兩個特別的數值

計算，包括線搜尋和求梯度。線搜尋是一維的極小化問題，由於搜尋方

向只有一個，因此這只是較為簡單的數值問題。至於求梯度的方法，就

比較複雜了，可用微分、有限差分法或伴隨技術求得，對於大型極小問
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題來說非用伴隨技術不可。在極小化過程中，為了要計算下降方向，共

軛梯度法只需儲存幾個 M ×1單行向量，包括現在和前一次的梯度 1+ng , 

ng 以及前一次的下降方向 ne 等，不像下面提到的牛頓法至少需儲存 M

×M Hesse 矩陣的元素。共軛梯度法用在 M維狀態向量的正定二次目標

函數時，只需 M次疊代就能到達極小值。假如同時考慮收歛速率和計算

機記憶需求，共軛梯度法也許是求解大型最佳化問題的下降算法中最合

適的方法，現有的商業軟體也都有這個算法的程式（IMSL, 1991；Press

等人 1992） 

牛頓下降法 

另一個常用的方法是牛頓下降法。首先說明如何求出非線性方程

0)( =xf 的解。假定已知第 n次疊代的解 nx ，接著要求第 n+1 次疊代的

解 1+nx 。令這個新的解為 δ+=+ nn xx 1 ，其中δ 為微小的修正量。假設

這個新的解已滿足非線性方程，即 

0)( =+ δnxf                       (32) 

將上式對 nx 做 Taylor 級數展開，有 

0)()()( =+′+=+ Lδδ nnn xfxfxf  

對於足夠小的δ 而且行為良好的函數 )(xf 來說，更高階項可略去不

計，因而 )(/)( nn xfxf ′−=δ 。因此疊代方案如下： 

)(
)(

1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+                    (33) 

(33)式是求解非線性方程 0)( =xf 的 Newton-Raphson 疊代方案。 

    這個方法不限於一元問題，很容易推廣到多元的情況。對多元問題

來說，非線性方程組為 0)( =xf ，其中x為待求向量。第 n+1 次疊代的

解可寫為 δxx +=+ nn 1 ，其中δ為微小的修正向量。假設這個新的解已

滿足非線性方程組，即 

0)( =+ δxf n                       (34) 

將上式對 nx 做 Taylor 級數展開，有 

1.3 無約束極小化 
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0)()()( =+′+=+ Lδxfxfδxf nnn             (35) 

其中 )(xf ′ 為 )(xf 對 x 的 Jacobi 矩陣，這是方形矩陣，它的第(i, j)個

元素是 ji xf ∂∂ / 。(35)式若以指標表示，就是 

0)( )(
)( =+

∂
∂

+ ∑ Ljn
j

i

j

n
ji x

fxf δ  

將(35)式中高階項省略掉，然後解出來，得到 )()]([ 1
nn xfxfδ −′−= ，

於是牛頓法的疊代方案為 

)()]([ 1
1 nnnn xfxfxx −

+ ′−=                 (36) 

求目標函數 )(xJ 的極小值，相當於求解非線性方程 0)( =∇ xJ 。跟上面

一樣，令 0)( )( =+ j
n

jx xJ
i

δ ，然後做 Taylor 級數展開，並省略高階項，

有 

0)( )( =
∂∂

∂
+ ∑

ij
j

j

n
jx xx

JxJ
i

δ  

在這裡 ix xJJ
i

∂∂≡ / 。上式可寫成矩陣形式： 0=+∇ GδJ ，其中 G 為

Hesse 矩陣。解出來得到 J∇−= −1Gδ ，因此，極小化問題的牛頓疊代方

案為 

nnnn gGxx 1
1

−
+ −=                    (37) 

(13)和(14)式中已證明，若 1−
nG 是對稱正定矩陣，則 nn gG 1−− 是下降方

向。只要 Hesse 矩陣繼續保持非奇異（nonsingular），而且是正定的

對稱矩陣，則牛頓疊代方案似乎沒問題。很容易證明，對(19)式所示的

二次多項式的極小化問題來說，不論 x 的維數是多少，只要疊代 1次就

到達極小點。 

當狀態向量維數 M 不大時，牛頓疊代法經常被使用，牛頓法的收

歛速率比最陡下降法快，但需儲存 Hesse 矩陣的 2M 個元素，因而這個

方法不適用於大型極小化問題。 

牛頓法疊代方案(37)式可以另一方法導出。將目標函數 )(xJ 對某

次疊代點 nx 做 Taylor 級數展開，有 
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))(()(
2
1))(()()( nn

T
nnn

T
nJJ xxxGxxxxxgxx −−+−+≅    (38) 

將(38)式對 x 微分，並令結果等於零，得到極值處的 x 值如下： 

nnn gGxx 1−−=                      (39) 

然後將 x 當做第 1+n 次疊代的值，就得到(37)式所示的疊代方案。可

以證明，在適當的條件下，牛頓疊代法至少是二階收斂的。 

牛頓疊代法的優點如下：它收斂得較快，方案簡單，而且容易執

行。可是付出的代價有下面幾點： 

(a)對首次猜測值比較敏感，也就是說勇健性（robustness）不夠。

不過對變分同化並不造成問題，因為這個問題有很好的首次猜

測值，那就是背景值。 

(b)另一個缺點是需要計算並且儲存龐大的 Hesse 矩陣，此外也要

計算它的逆。 

(c)因為 1+nx 完全依賴於目標函數J在 nx 處附近的行為，故 )( 1+nJ x  

不一定會小於 )( nJ x ，也就是說這個方法可能不收歛，也許收斂

到極大點或到鞍點。我們可以像最陡下降法一樣進行額外的線

搜尋，也就是找出一個純量 0>nξ ，使得 )( 1+nJ x 取極小值，其

中 

nnnnn gGxx 1
1

−
+ −= ξ                    (40) 

(d)Hesse 矩陣 G 在某些疊代點處可能變為奇異的（singular），

在這情況下可在 G 的對角項加上一個正值常數γ ，即(37)式用

下式取代： 

nnnn gIGxx 1
1 )( −

+ +−= γ                 (41) 

我們選擇適當的γ ，使得( IG γ+n )變為正定矩陣，其中γ 是無

因次正值權因子。這個方法稱為阻尼牛頓法。 

(41)式是最陡下降法和牛頓法的合併方案，也稱為 Levenberg- 

Marquardt（下面簡稱 LM）疊代法（見 Press 等人 1992）。當γ 很小

時，(41)式是牛頓疊代法；當γ 夠大時，它相當於最陡下降法，γ 可

1.3 無約束極小化 
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以隨疊代序號而變動。γ 的值可這樣選擇：在疊代開始時，γ 選用較

大的值，以便 LM 法顯示出最陡下降法對首次猜測值不敏感，從而不需

過度謹慎的選擇首次猜測值。然後在每次疊代時，假如 )( 1+nJ x  

< )( nJ x ，則減小γ 的值（舉例說除以 2），以便加快收斂速率。否則

增加γ 的值，以便擴大搜尋範圍。 

準牛頓法 

    牛頓法收斂速率較快，但因需要計算並且儲存目標函數的 Hesse

矩陣，故計算量太大，難以執行大型極小化問題。相反的，最陡下降法

計算雖然簡便，但收斂速率太慢。假如對牛頓法加以改進，不需儲存或

計算 Hesse 矩陣，就能加快收斂速率，準牛頓法（quasi-Newton method）

就是從這個方向思考的。 

牛頓法和最陡下降法可用下式表示： 

nnnnnnnn gDxexx ξξ −≡+=+1               (42) 

上式中已令 nnn gDe −≡ 。若 ID =n ，(42)式是最陡下降法。若 1−= nn GD ，

同時 1=nξ ，則是牛頓法。為了保持牛頓法的優點，我們希望 nD 能近

似的等於 1−
nG ，並且希望 nD 能在疊代過程中逐步形成，即 

nnn CDD +=+1                     (43) 

其中 nC 稱為修正矩陣， nC 不同，就有不同的算法。 

    為了探討 nD 能近似的等於 1−
nG 的條件，我們仍然考慮 M 元二次多

項式(19)式。由(20)式有 

nn gxG ∆∆ =                       (44) 

其中 

nnn ggg −= +1∆ ,    nnn xxx −= +1∆             (45) 

(44)式也可寫為 

nn gGx ∆∆ 1−=                      (46) 
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(44)或(46)式稱為準牛頓條件。由這個條件可知，為了使 1+nD 能近似

的等於 1−G ，或 1
11

−
++ ≡ nn DE 近似的等於G，下式應該成立： 

nnn xgD ∆∆1 =+ ,    nnn gxE ∆∆1 =+          (47a,b) 

下面為方便起見，只考慮(47a)式所示的準牛頓條件。 

    為了要使疊代計算簡單一點，(43)式所示的修正矩陣 nC 應選取儘

可能簡單的形式，通常是要求 nC 的秩（rank）越小越好。若要求 nC 是

秩 1（rank 1）的矩陣，則可設為 

T
n uuC α=                        (48) 

其中α 為純量，u為 M×1 單行向量。一個矩陣 A 的秩 )(Ar 是它的非奇

異方形子矩陣（submatrix）的最大階數（一個方形矩陣的階數是指行

數或列數，子矩陣是將一個矩陣去掉行或列而得到的新矩陣）。還有，

M×p矩陣 A 的秩滿足下式： 

),min()()()( pMrrr TT ≤== AAAAA  

因為單行向量u的秩等於 1（假如所有的元素都等於零，則秩等於零，

但這情況不考慮），故 Tuu 是秩 1 矩陣。此時(43)式變為 

T
nn uuDD α+=+1                    (49) 

將(49)式代入準牛頓條件(47a)式，得到 

nnnn
T gDxguu ∆∆∆ −=α                 (50) 

由於 )∆(∆ n
T

n
T guuguu = ，其中 n

T gu ∆ 為純量，故u與 nnn gDx ∆∆ − 成

正比。令 

nnn gDxu ∆∆ −=                     (51) 

代入(50)式，得到 

n
T gu ∆

1
=α                       (52) 

1.3 無約束極小化 
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最後，(49)式以(52)式代入，變為 

n
T

T

nn gu
uuDD
∆1 +=+                    (53) 

其中 u 由(51)式給出。 

(53)式稱為秩 1公式。這個算法存在著明顯的缺點。第一，當 nD 是

正定矩陣時，由(53)式得到的 1+nD 不一定是正定的，因而不能保證(42)

式中的 11 ++− nn gD 是下降方向。第二，假如(53)式中的 0∆ =n
T gu ，但 u

不同時等於 0，則會引起計算不穩定，因而這個方案很少被使用。 

    DFP 算法（Davidson-Fletcher-Powell algorithm）是一種秩 2對

稱算法。一般的秩 2對稱算法的修正向量可寫為 

TT
n vvuuC βα +=                    (54) 

u和 v為 M×1 單行向量，α 和 β 為純量。兩個矩陣和的秩小於或等於

個別矩陣的和， Tuuα 和 Tvvβ 都是秩 1矩陣，故 nC 為秩 2矩陣（除了

在特別情況下）。在將上式代入(43)式，再代入(47a)式，得到 

nnnn
T

n
T gDxgvvguu ∆∆)∆()∆( −=+ βα           (55) 

滿足上式的u和v不是唯一的，比較簡單的一種取法如下： 

nnn xvgDu ∆,∆ ==                  (56) 

n
T gu ∆

1
−=α ,    

n
T gv ∆

1
=β               (57) 

因此秩 2對稱算法如下： 

n
T
n

T
nn

nn
T
n

T
nnnn

nn gx
xx

gDg
gDgDDD

∆∆
∆∆

∆∆
)∆(∆

1 +−=+           (58) 

DFP 算法的執行步驟如下： 

(a) 給定初始點 0x , 計算準確度ε 和初始矩陣 ID =0 ，令 0=n 。 

(b) 計算 nnn gDe −= （見(42)式），沿 ne 進行精確線搜尋，求出步
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長 nξ ，使得 )( nnnJ ex ξ+ 取極小值。然後令 nnnn exx ξ+=+1 。 

(c) 若 ε<+1ng ，則取 1+
∗ = nxx ，計算結束。否則由(58)式計算

1+nD ，回到(b)。 

DFP 算法的優點是  

(a) 若目標函數 )(xJ 為 M 元二次多項式，當初始矩陣取 ID =0 時，

DFP 算法會產生關於 Hesse 矩陣共軛的搜尋方向，因此最多只

需 M步疊代，就能達到極小點，這個算法有二階收斂性。 

(b) 如果 )(xJ 為嚴格凸函數，而且使用精確線搜尋，則 DFP 算法是

全局收斂的。 

(c) 若 nD 是對稱正定矩陣，而且 0∆∆ >n
T
n gx ，則 1+nD 也是對稱正

定矩陣，這一點不難證明。 

DFP 算法的缺點如下： 

(a) 需要的儲存量較大，大約需要 )( 2MO 個儲存單元，因此對於大

型問題，不如使用共軛梯度法方便。 

(b) 數值計算的穩定性不如下面提到的 BFGS 算法。 

(c) 在使用不精確線搜尋時，計算效果不如 BFGS 算法。 

    另一種更新公式稱為 BFGS 算法，這是 Broyden, Fletcher, 

Goldfarb 和 Shanno 這四個人不約而同的在 1971 年各自發展出來的，

這是秩 2更新，公式如下 

)∆∆∆(∆∆∆ 211
T

nnn
TT

nn xgDDgxxxDD +−+=+ κκ      (59) 

其中 

)∆∆1(,
∆∆

1
2212 nn

T
n

n
T gDg
gx

κκκκ +==  

BFGS 經常與不準確線搜尋一起使用，也就是說在做線搜尋時不需抵達

極小點。它具有前面講過的 DFP 算法的優點，但它的數值穩定性要比

DFP 算法好，而且在使用不精確搜尋時，也能證明它是超線性收斂的。

因此 BFGS 算法被認為是目前最好的一種算法，獲得廣泛的應用，現有

的商業軟體也都有這個算法的程式（Press 等人 1992）。 

1.3 無約束極小化 
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1.4 約束極小化 

    在進行變分同化時，需要求目標函數 )(xJ 的極小值，但狀態向量 x

的元素之間可能有某種關係存在： 0)( =xic ，這個關係稱為約束條件

（constraint）。考慮一般的約束最佳化問題： 





== pic
J

i ,,2,1,0)(.t.s
)(min

Lx
x

              (1) 

上式中 s. t.是 subject to 的簡寫，p（<M）為約束條件個數，M 為狀

態向量 x的元素個數。以後若不加說明，我們總是假定函數 )(xJ 和 )(xic
具有求解法所要求的各階偏導數。此外，也不考慮不等式約束條件。在

氣象問題中不等式約束條件確實存在，例如在自由大氣中未飽和空氣的

位溫要隨高度增加，氣象熱力學變數和水物質參數（如混合比等）必須

是正值。在數值模擬時為避免混合比變為負值，許多正定方案被構造出

來。不過在資料同化中不等式約束條件並不重要，故在這裡完全不提。 

為方便說明約束極小化起見，首先考慮求 ),( yxfJ = 極值的問

題，但另有約束條件，例如 x和 y有下面的關係： 

0),( =yxc                         (2) 

),( yxfJ = 在 ),( ∗∗ yx 有極小值的必要條件為 

0=+= dyfdxfdJ yx                    (3) 

下標 x, y 分別表示關於 x, y 的偏導數。在這情況下，(3)式中的 dx

和 dy 就不是互相獨立的了，因為由(2)式有 

0=+ dycdxc yx                      (4) 

這是 dx 和 dy 之間的關係。假設 0≠yc ，則由(4)式解出 dy，再代入(3)

式，得到 

0)/( =−= dxccffdJ yxyx  

上式對任何 dx 都成立，故 dx 的係數必須等於零。整理後，有 
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λ==
y

y

x

x

c
f

c
f

                      (5) 

其中 λ 為待求的比例常數，稱為 Lagrange 乘數（ Lagrange 

multiplier）。由(5)式可得到下面兩個方程： 

0=− xx cf λ ,    0=− yy cf λ             (6a,b) 

解出(6a,b)式和原來的約束條件(2)式等 3 個方程，就可求出使 J 取極

值的 x 和 y 以及 Lagrange 乘數λ 這 3 個未知數的值。顯然的，在約束

條件(2)式下求 ),( yxfJ = 的極值，相當於求 gfJ L λ−= 的極值，但沒

有任何約束條件，只要把λ 當做控制變數（control variable）就夠

了，所謂控制變數是指極小化問題中的未知數。將 LJ 分別對 x, y 和λ
微分，然後令結果等於零，就得到(6a), (6b)和(2)式。新的目標函數

LJ 稱為 Lagrange 函數。 

可用另一個說法解釋 Lagrange 乘數λ 的作用。(3)式減去(4)式乘

以λ ，有 

0)()( =−+− dycfdxcf yyxx λλ                (7) 

上式對任何不等於零的λ 都成立。可以選擇一個特別的λ，使得 dx 的

係數等於零，由此得到(6a)式。於是(7)式變為 

0)( =− dycf yy λ  

現在 dy 是任意的，令它的係數等於零就得到(6b)式。Lagrange 乘數

本身有幾何或物理意義，引進 Lagrange 乘數可簡化求極值的演算問

題，但多了一個未知數。 

這種有約束條件的求極值問題，稱為約束極小化（constrained 

minimization）或約束極大化問題。對於簡單的極小化問題，用

Lagrange 乘數法求解析解比較方便。有時可直接由約束條件解出 y 或

x，然後代入 ),( yxfJ = ，再求 J 的極值，這個方法稱為約束條件消去

法或消元法。 

根據上面的說明，由(1)式可定義一個 Lagrange（目標）函數： 

1.4 約束極小化 
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)()(),(
1

L xxλx ∑
=

−=
p

j
jjcJJ λ                 (8) 

其中 T
p ][ 21 λλλ L=λ 為 Lagrange 乘數向量。若 ∗x 是(1)式的局部

最佳解，而且 )(xjc∇ （ ,2,1=i p,L ）是線性無關的，則存在一組不全

為 0的實數 ∗
jλ （ ,2,1=i p,L ），使得 

0)()(),(
1

L =∇−∇=∇ ∗

=

∗∗∗∗ ∑ xxλx
p

j
jj cJJ λ             (9) 

其中∇表示關於 x 的梯度。這個必要條件稱為 Lagrange 定理。(9)式

中總和符號前用正號或負號都可以。至於 ∗x 是(1)式的局部極小值的

充分條件，仍為 ),(L λxJ 的 Hesse 矩陣為正定的，不過需把 λ當做控制

變數看待。若把 Lagrange 乘數當做控制變數，不但增加了控制變數的

個數，以致增加求解時間，此外 Hesse 矩陣不一定是正定的，以下降

算法可能求不出解來。若要以數值方法求解大型約束極小化問題，除

了使用約束條件消去法外，最方便的是使用後面提到的伴隨法

（adjoint method），絕對不要把 Lagrange 乘數 λ當做控制變數看待。 

弱約束條件 

上 面 提 到 的 約 束 條 件 (2) 式 稱 為 強 約 束 條 件 （ strong 

constraint）。有時(2)式中的 ),( yxc 只是近似的等於零： 

0),( ≅yxc                       (10) 

(10)式稱為弱約束條件（weak constraint）。求 ),( yxfJ = 在弱約束

條件(10)式下的極值相當於求罰函數（penalty function） 

),(
2

),( 2
p yxcyxfJ γ

+=                  (11) 

的極值，其中罰因子（penalty factor）γ 是事先給定的正值常數，

不是未知數。γ 取得越大，則 c(x, y)越接近於零，得到的解也越接

近於強約束條件下的解；取得越小，則 c(x, y)離零越遠。當γ 為有

限值時，則約束條件只是近似的滿足而已。弱約束條件法不需引進另
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一個未知數，這是優點。 

弱約束條件法把極小化問題(1)式轉變為一個無約束問題來求

解。對(1)式這個問題來說，懲罰目標函數（罰函數）是 

)(
2

)(),(
1

2
p xxx ∑

=
+=

p

j
jcJJ γγ                 (12) 

(11)或(12)式右邊第 2項稱為罰項。當x滿足約束條件時，罰項等於 0；

當約束條件被破壞時，罰項變大，而且罰函數也變大，這是(11)或(12)

式稱為罰函數的原因。將(12)式取梯度，則在極小點 ∗x 處有 

0)()()(),(
1

p =∇+∇=∇ ∗∗

=

∗∗ ∑ xxxx j

p

j
j ccJJ γγ  

根據 Lagrange 定理(9)式，若有任何約束條件，則 )( ∗∇ xJ 不一定等於

零。若要求 0),(p =∇ ∗ γxJ ，則罰因子 γ 必須為無窮大，這是因為

0)( =∗xjc 。因此，當γ 為有限值時，約束條件只近似的等於 0。 

    通常以經驗方法估計(12)式中的罰因子，然後以下降算法求出使

(12)式取極小值的 ∗x 。也可以疊代法選用罰因子，使得 )(xic 足夠接近

於 0。執行步驟如下： 

(a) 選取足夠大的罰因子 0>γ 、準確度 0>ε 以及初始點 0x 。此時

0=n 。 

(b) 以 nx 為初始點，以下降算法求解無約束最佳化問題

),(min p γxJ ，得到最佳解 1+nx 。 

(c) 令 )(max 11 +
≤≤

= nipi
c xτ ，若 ετ < ，則 1+

∗ = nxx ，否則增加γ 的值，

再回到(b)。 

必須指出，γ 並不是未知數，而是事先給定的值。在實用上都以經

驗方法決定，即使以疊代法決定γ ，也只能疊代兩三次，否則太耗費計

算時間。 

罰函數法的主要缺點之一是，當罰因子γ 很大時，懲罰目標函數

),(p γxJ 的 Hesse 矩陣變為病態（ill-conditioned），因而以下降算

法求解時收斂速率會變慢。病態的一個度量是條件數（condition 

1.4 約束極小化 
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number），它是最大特徵值和最小特徵值的比值。假如矩陣的條件數很

大的話，則稱為病態矩陣。 

例題 

做為例子，我們要決定下面函數的極值： 

])1.0()1()2[(
2
1 222 −+−+−= zyxJ             (13) 

但受到下面約束條件的限制： 

55.3=++ zyx                      (14) 

最簡單的方法是消元法，由約束條件解出 z，有 yxz −−= 55.3 ，代回

(13)式，得到 

])1.055.3()1()2[(
2
1 222 −−−+−+−= yxyxJ  

現在目標函數只是兩個變數的函數。將 J分別對 x和 y微分，並令結果

等於零，有 

045.52 =−+ yx ,    045.42 =−+ yx  

由上式解出 x和 y，再代入約束條件，我們發現極小點為 

,15.2=x     ,15.1=y     25.0=z             (15) 

若使用 Lagrange 乘數法，則需取極值的目標函數（正確的名稱是

Lagrange 函數）為 

)55.3(])1.0()1()2[(
2
1 222

L −++−−+−+−= zyxzyxJ λ    (16) 

將 J 分別對 x, y, z 和λ 微分，有 

λλ −−=
∂

∂
−−=

∂
∂ 1,2 LL y

y
Jx

x
J

                (17) 

)55.3(,1.0 LL −++−=
∂
∂

−−=
∂

∂ zyxJz
z

J
λ

λ         (18) 
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令前三個導數等於零，得到 

01.0,01,02 =−−=−−=−− λλλ zyx        (19) 

令 0/L =∂∂ λJ ，這就是原來的約束條件(14)式。(19)式中的三個式子相

加，並且使用約束條件(14)式，得到 15.0=λ ，再代回(19)式，我們發

現最佳解如(15)式所示，顯然的這個解是極小點。至於相應的極小值，

則按(13)式計算出來。在這裡我們把 Lagrange 乘數λ 當做控制變數（即

未知數）看待。 

上面兩個方法都屬於強約束條件法。若用弱約束條件法，則需取

極小值的目標函數（正確的名稱是罰函數）為 

2222
p )55.3(

2
])1.0()1()2[(

2
1

−+++−+−+−= zyxzyxJ γ
   (20) 

將上式分別對 x, y, z 微分，並令結果等於零，有 

0)55.3(2 =−+++− zyxx γ                (21) 

0)55.3(1 =−+++− zyxy γ                (22) 

0)55.3(1.0 =−+++− zyxz γ                (23) 

上面三個式子相加，得到 

γβ /55.3 −=−++ zyx  

其中 )31/(45.0 γγβ += 。再代回(21)到(23)式，我們發現 

βββ +=+=+= 1.0,1,2 zyx            (24) 

由此可以看出，當γ 趨近於無窮大時，弱約束條件下的解(24)式趨近於

強約束條件下的解(15)式。 

Hesse 矩陣 G 的第(i, j)個元素為 jiij xxJG ∂∂∂= /2 ，其中 J為目標

函數，對約束極小化問題來說 J 是新的目標函數，也就是 Lagrange 函

數 LJ 或懲罰目標函數 pJ 。考慮強約束條件法的目標函數(16)式。為方

便起見，令 ,1xx =  ,2xy =  ,3xz =  4x=λ ，由此計算出 Hesse 矩陣為 

1.4 約束極小化 
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

















−−−
−
−
−

=

0111
1100
1010
1001

G  

很容易求出 4個特徵值如下： 2/)131(,1,1 ± 。因為其中一個特徵值是

負的，故決定出來的極值並不是極小值，也不是極大值。若使用下降算

法的程式去進行數值計算，可能求不出解。因此，在進行數值計算時不

要把 Lagrange 乘數當做控制變數。 

對弱約束條件法的目標函數(20)式來說，Hesse 矩陣為 

















+
+

+
=

γγγ
γγγ
γγγ

1
1

1
G  

這個矩陣的 3 個特徵值如下： γ31,1,1 + ，它們都是正數。因此 G 是正

定的，也就是說這個極值的確是極小值。可是當γ 很大時，Hesse 矩陣

變為病態的。 

增廣 Lagrange 法 

    為了求解約束極小化問題，可引進增廣 Lagrange 函數： 

)(
2

)()(),(
1

2

1
al xxxλx ∑∑

==

+−=
p

i
j

p

i
jj ccJJ γλ           (25) 

將(25)式取梯度，有 

)()()()(),(
11

al xxxxλx j

p

i
j

p

i
jj cccJJ ∇+∇−∇=∇ ∑∑

==

γλ  

上式右邊最後一項在極小點 ∗x 處的梯度等於零。再利用(9)式，得到 

0),(al =∇ ∗ λxJ                     (26) 

這說明了 ∗x 也是 ),(al λxJ 的極小點。必須特別指出，這個方法並不要求

罰因子γ 趨近於無窮大，只要求它大於某個正整數，就能保證無約束最

1.4 約束極小化 
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佳化問題min ),(al λxJ 的最佳解為原約束最佳化問題(1)式的最佳解。

這個方法是罰函數法和二元性算法（duality algorithm）的推廣，它

的收斂性已被證明出來，見 Le Dimet 和 Talagrand 1986 的說明，關於

二元性算法也請參考這篇文章。 

伴隨法 

考慮(1)式所示的極小化問題。狀態向量 x 為 M×1 向量，因為現

在有 p個約束條件，故個狀態向量的 M個元素（狀態變數）中只有 pM −

個是獨立的，這種獨立的狀態變數是極小化問題中的未知數，前面已說

過，稱為控制變數。其他 p個元素可由這 pM − 個控制變數透過約束條

件計算出來。假如使用約束條件消去法，則只需求解 pM − 個控制變數

的最佳化問題，這是最簡便的方法。可是由約束條件通常無法解出其中

若干狀態變數，在這情況下只有尋求別的解法。 

伴隨法（adjoint method）可用來決定目標函數關於控制變數的

梯度，對大型極小化問題來說，這個方法可能是唯一的。這個方法選用

pM − 個控制變數，令這些控制變數為 pMxxx −,,, 21 L 。將(8)式對

Mxxx ,,, 21 L 微分，有 

pMi
x

c
x

J
x
J p

j i

j
j

ii
−=

∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂ ∑

=
,,2,1,

)()(
1

L L
xx λ             (27) 

MpMpMi
x

c
x

J
x
J p

j i

j
j

ii
,,2,1,

)()(
1

L L+−+−=
∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂ ∑

=

xx λ  (28) 

後面 p個 ix（ MpMpMi ,,2,1 L+−+−= ）不是控制變數，我們令(28)

所示的目標函數關於它們的梯度等於零，即 

MpMpMi
x

c
x

J p

j i

j
j

i
,,2,1,0

)()(
1

L+−+−==
∂

∂
−

∂
∂ ∑

=

xx λ  (29) 

上式稱為伴隨方程（adjoint equation）。這是關於 Lagrange 乘數 jλ
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的非線性方程組，若給定 pM − 個控制變數的首次猜測值，按 p個約束

條件可計算 p個非控制變數的狀態變數值。接著由 p個伴隨方程求出所

有 p個 jλ 值。 jλ 值求出來以後，再按(27)式計算目標函數 ),(L λxJ 關於

控制變數的梯度。這樣就可使用適當的下降算法，舉例說共軛梯度法，

求出極小點。求出極小點的同時，(27)式所示的梯度也趨近於零了。這

個方法大幅降低未知數（控制變數）的個數，對求解大型約束最佳化問

題相當有利，因此伴隨法是本書的重點之一。 

這個方法的疊代步驟如下： 

(a) 給定 pM − 個控制變數 ix（ pMi −= ,,2,1 L ）的首次猜測值。 

(b) 由控制變數值按p個約束條件 0)( =xjc 計算p個非控制變數 ix
值（ ,1+−= pMi  ,2+− pM  M,L ），這部分可能需要求解

非線性方程組。有了所有的 ix 以後，計算目標函數 )(xJ 。必須

指出，因為 0)( =xjc ，故 ),(L λxJ 和 )(xJ 完全相等。 

(c) 再按 p 個伴隨方程(29)式計算所有 p 個 jλ 值。有了 jλ 以後，

按(27)式計算目標函數關於 pM − 個控制變數的梯度。 

(d) 使用適合的下降算法（舉例說共軛梯度法或準牛頓法）求出

新的控制變數值。 

(e) 重複(b)到(d)的步驟，直到解收斂為止。 

繼續考慮上面的例題。因為 x, y, z 以約束條件(14)式連繫起來，

故控制變數只有兩個，舉例說選用 x, y。在使用下降算法求解極小化

問題時，需要用到目標函數本身和目標函數關於控制變數的梯度值，因

此必須令目標函數關於非控制變數 z 的梯度等於零，由此得到

1.0−= zλ 。這個方程稱為伴隨方程。給定控制變數 x, y 的首次猜測值，

就可由約束條件計算出 z，再按伴隨方程計算出λ ，然後按(17a,b)式

計算目標函數關於控制變數 x, y 的梯度，並且按(13)式計算目標函數。

有了目標函數和梯度的值以後，就可以下降算法求出新的控制變數，直

到收斂為止。伴隨方程一定是線性的，若為偏微分方程，其初始或邊界

條件通常是齊次的。 

總而言之，一個變分資料同化問題的狀態變數，可能會以約束條

1.4 約束極小化 
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件互相聯繫起來，這是約束極小化問題。對物理問題來說，約束條件

一定有誤差，因此弱約束條件法反而比較常用。若使用強約束條件法，

則有下面 4 個方案求解： 

(a)消元法。這個方法由 p 個約束條件解出其中 p 個狀態變數，然

後代入目標函數，此時目標函數只是另外 pM − 個狀態變數（控

制變數）的函數，再用求解無約束極小化問題的下降算法決定

出極小點。 

(b)Lagrange 乘數法，但把乘數當做未知數。這個方法先構造

Lagrange 函數，然後將所有的狀態變數和 Lagrange 乘數當做

控制變數，再決定出極小點。必須指出，這個方法只適合求解

簡單的約束極小化問題。在求數值解時，Lagrange 乘數一定要

避免當做控制變數，否則不但增加了控制變數的個數，而且以

下降算法可能求不出解來。 

(c)增廣 Lagrange 函數法把 Lagrange 乘數當做控制變數，但求解

法是收斂的，不過對氣象問題來說由於控制變數太多，因此並

不適合於求解大型約束極小化問題。 

(d)伴隨法。這個方法仍需構造 Lagrange 函數，已在上面詳細說

明了，不但不把 Lagrange 乘數當做未知數，而且大幅降低未

知數個數，適合求解大型的約束極小化問題。 

Le Dimet 和 Talagrand（1986）說明了 5 種求解約束極小化問題

的方法，包括二元性算法在內，除了二元性算法和增廣 Lagrange 函數

法外，本節中都已詳細說明了。 

1.5 氣象學中的反問題 

氣象學中有許多反問題，其中最主要的是下面幾個： 

(a)四維資料同化是由氣象變數觀測值的時間序列連同預報模式決

定最佳初始值，以做為分析、預報之用，至於參數估計

（parameter estimation）問題，則是決定出模式中參數的最
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佳值。 

(b)衛星遙測是由衛星上的輻射觀測反演出氣象變數，例如大氣中

的溫溼垂直分布。 

(c)在 GPS 掩星技術中低軌衛星接收到的 GPS 信號可用來進行同

化，以便決定出大氣中的氣溫、氣壓以及水汽壓的垂直分布。地

基 GPS 可降水量觀測連同水汽含量的背景值可用來決定最佳的

水汽垂直分布。 

(d)客觀分析把分布不規則的測站上的氣象變數觀測值內插到規則

分布的格點上，以做為分析、預報之用。 

(e)變分最佳分析調整格點上的氣象變數值，使它們滿足動力方程

約束條件，從而使得氣象場能保持內部一致。 

(f)由雷達資料反演出氣象變數，這就是由 Doppler 雷達觀測到的

反射率因子（reflectivity factor）和徑向風速的時空分布決

定出風場以及其他氣象變數值。 

這些反問題，舉例說，都可用變分資料同化法求解。1.2 節中已經

說過，變分資料同化法的目標函數可寫為 

)()(
2
1)()(

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxyyOyy −−+−−= −−        (1) 

其中 x 和 y 分別為狀態向量和可觀測量，下標 o和 b分別表示觀測值和

背景值，O 和 B 則分別為實際觀測誤差和背景誤差的協方差矩陣。 

至於向前模式，也就是可觀測量和狀態向量之間的關係，最一般

性的可寫為 

0),( =yxΓ                        (2) 

在大部分的情況下，(2)式可寫為下面的顯函數形式： 

)(xhy =                         (3) 

上式表示兩個向量之間的非線性關係。假如向前模式是線性的，則(3)

式可簡化為 

1.5 氣象學中的反問題 
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Hxy =                          (4) 

必須指出，大部分內插法是線性的，故可用這個式子表示。假如 H 是單

位矩陣，則(4)式可再進一步簡化成 

xy =                           (5) 

此時狀態向量本身就是可觀測量。 

    上述反問題都是本書的主題，可用(1)式和約束條件(2)到(4)式之

一來涵蓋，下面將分別做簡單的說明，更詳細的討論將在本書後面各章

中出現。 

四維變分同化與參數估計 

對四維資料同化問題來說，x 是氣象變數的初始值，y是氣象變數

的時間序列，約束條件(2)式則是數值預報模式。由於預報模式無法直

接寫出初始值和氣象變數時間序列之間的關係，因此它們是以隱函數(2)

式出現的。在這情況下，目標函數變為 

),()()(
2
1)()(

2
1 11 yxΓλxxBxxyyOyy T

b
T

bo
T

oJ +−−+−−= −−   (6) 

其中λ 是 Lagrange 乘數。顯然的上式中沒考慮向前模式誤差。(6)式所

示的目標函數更確切的名稱是 Lagrange 函數。 

對參數估計問題來說，x 是預報模式中的參數，y 是氣象變數的時

間序列。在這情況下，向前模式仍然是數值預報模式，故目標函數仍為

(6)式。由於這個問題和四維資料同化本質上是相同的，因此通常把它

們相提並論，這兩個問題也可同時處理。 

做為一個實際應用的例子，考慮下面的風杯方程： 

et vvv =+τ                        (7) 

其中下標 t 表示關於時間 t 的導數；τ 和 ev 分別為時間常數和環境風

速，這兩個量是風杯方程中的參數。(7)式的一個有限差分方案為 
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Nnvvv
t
vv

e
nnnn ,,2,1,

2∆
11 L==

+
+

− −−τ          (8) 

上式中時間導數採用梯形方案加以離散化。現在若有風速 v的觀測值 

Nntvv nn ,,2,1,0),(~~ L==                (9) 

我們要由這些觀測值決定最佳的初始值和參數，此時控制變數是 

T
evv ][ 0 τ=x                    (10)  

可觀測量及其觀測值為   

T
Nvvv ][ 10 L=y ,    T

No vvv ]~~~[ 10 L=y         (11) 

在這情況下，(6)式變為 

),()()(
2
1 1 yxΓλyyOyy T

o
T

oJ +−−= −            (12) 

其中約束條件(2)式代表 N個離散化風杯方程(8)式。在這裡因為沒有背

景值，故上式中已省去了背景項。必須指出，不論有沒有初始風速 0v 的

觀測值 0
~v ，都可決定出最佳的 0v 。 

衛星遙測 

對氣溫垂直分布的反演（inversion）問題來說，x 是氣溫垂直分

布，y 是氣象衛星上輻射計測溫頻道量出的亮度溫度。向前模式則使用

(3)式，這個式子代表輻射傳遞方程，也就是由氣溫垂直分布及其他氣

候資料決定衛星輻射計測溫頻道所應觀測到的亮度溫度。在這情況下，

目標函數如 1.2 節(53)式所示： 

)()(
2
1)]([)]([

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxxhyRxhy −−+−−= −−    (13) 

假如數值預報模式中垂直方向有 10 層，輻射傳遞模式也使用那 10 層的

氣溫，又設某種輻射計有 7個測溫頻道，則 x, y 和 h 的維數如下： 

x：10×1,   y：7×1,   h：7×1 

1.5 氣象學中的反問題 
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一般說來，預報模式和輻射傳遞模式中所用的垂直層數並不一樣，即使

一樣，所在氣壓層也不盡相同。若前者用 10 層，後者用 20 層，則向前

模式可寫為 

)()( 12 xVhxhy ≡=                    (14) 

其中 V1表示垂直內插或外延，也就是將 10 層的氣溫垂直分布內插外延

到輻射傳遞模式所需用到的 20 層上，h2仍為輻射傳遞模式。在這情況

下(14)式中各矩陣的維數如下： 

x：10×1,   y：7×1,   1V ：20×10,   2h ：7×1 

至於水汽垂直分布的反演，則和氣溫的情況大致一樣。 

GPS 氣象學 

對於 GPS 掩星技術來說，至少有兩種方法可用來進行資料同化。

由低軌衛星 LEO 接收到的 GPS 資料可計算出彎角（bending angle）的

垂直分布，隨後由彎角可決定出折射率的垂直分布，故可用彎角或折射

指數進行同化。折射率和氣象變數以下面的折射率方程聯繫起來：  

2
51073.36.77

T
e

T
pN ×+=                 (15) 

其中 p和 e分別是以 mb 為單位的氣壓和水汽壓，T是絕對溫度。此外，

氣溫和氣壓設為滿足下面的流體靜力方程： 

g
TR
p

z
p

vd
−=

∂
∂

                     (16) 

其中 dR 為空氣的氣體常數， vT 為虛溫。由於只有(15)和(16)式兩個方

程，無法由已知的折射率 N決定出三個未知數 p, T, e，除非 e或 T已

知，例如在極地或平流層中水汽很少，在這裡就可決定出氣溫的垂直分

布。還有，假如已有氣溫垂直分布的預報值或觀測值，也可反演出水汽

壓。因此，對 GPS 掩星技術來說，一般說來都以資料同化的手法決定出

最佳的 p, T, e 值，而不是直接將它們反演出來。 
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假如使用折射率來進行同化，則向前模式(15)式可寫為(3)式的形

式，目標函數仍為(13)式，其中 x 表示所有垂直層上的三個氣象變數

p, T, e，y 則為折射率的垂直分布。假設完全不用(16)式所示的流體

靜力方程，數值預報模式在垂直方向有 10 層，折射率有 50 層的觀測，

那麼向前模式可寫為 

)()( 12 xhVxhy ≡=                    (17) 

其中 1h 表示由 10 層氣象變數計算 10 層折射率的方程(15)式， 2V 表示

垂直內插或外延，也就是由 10 層的折射率內插外延到 50 層，計算出

50 層的 N，以便跟 50 層的觀測值 oN 比較。此時各矩陣的維數為 

x：30×1,   y：50×1,   h1：10×1,   V2：50×10      (18) 

假如直接使用彎角來進行同化，則目標函數仍然是(13)式，但向

前模式應改寫為 

)]([)( 123 xhVhxhy ≡=                  (19) 

其中 y 代表彎角的垂直分布，h3表示由折射率計算出彎角的過程，這個

過程稱為 Abel 變換。 

此外，由地面站接收到的 GPS 資料可決定出可降水量

（precipitable water） 

dzu v∫
∞

=
0

ρ                       (20) 

其中 vρ 為水汽密度，因此這個量更適當的名稱是水汽積分量

（integrated water vapor）。由於這個觀測法只能決定出氣柱中的水

汽總含量，故不能反演出水汽的垂直分布，但可藉由資料同化法利用背

景值決定出最佳的水汽垂直分布。在這情況下，向前模式(20)式是線性

的，可寫為(4)式，此時目標函數為 

)()(
2
1)()(

2
1 11

b
T

bo
T

oJ xxBxxHxyRHxy −−+−−= −−     (21) 

其中 y 是可降水量 u，x 則為水汽密度的垂直分布。若數值預報模式在

1.5 氣象學中的反問題 
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垂直方向有 10 層，那麼各個矩陣的維數如下： 

x：10×1,    y：1×1,    H：1×10            (22) 

客觀分析 

考慮 500 mb 層高度場的客觀分析。此時向前模式是線性的，可寫

為(4)式，矩陣 H 代表向前內插，也就是由格點上的氣象變數值 x 決定

測站上的值 y。這個向前模式比較簡單，可用一些古典的內插法，例如

Lagrange 內插多項式或三次樣條函數（cubic spline）。在這情況下，

目標函數為(21)式。假如要由 66 個測站上觀測到的 500mb 高度決定出

20×19 個格點上的值，那麼各個矩陣的維數如下： 

x：380×1,    y：66×1,    H：66×380 

另一個可能性是三維變分分析，這是同時進行氣溫反演和客觀分

析的工作。假定要由 1000 個視點上 7 個測溫頻道晴空亮度溫度觀測決

定出 20×19 個格點上的 10 層氣溫，而且數值預報和輻射傳遞方程使用

的垂直層完全相同，則向前模式可寫為 

)()( 12 xHhxhy ≡=                    (23) 

其中 x 表示 20×19 個格點上的 10 層氣溫，y 表示 1000 個視點上的 7

個測溫頻道總共 7000 個亮度溫度觀測，因此 x和 y 的維數如下： 

x：3,800×1,   y：7,000×1 

H1代表水平內插，將 20×19 個水平格點上的氣溫值內插到 1000 個視點

上，h2則是輻射傳遞模式，故 H1和 2h 的維數如下： 

H1：10,000×3,800,    2h ：7,000×1 

xH1 表示 1000 個視點上的 10 層氣溫。在這裏只是說明問題的本質，在

實際計算時並不需使用這樣龐大維數的矩陣。這個問題雖然可以先做反

演，決定出每個水平格點上的氣溫垂直分布，再進行客觀分析，但在這

情況下觀測誤差的協方差矩陣較難估計，因此使用越原始的資料進行同
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化，得到的結果越佳。例如對 GPS 掩星技術來說，使用彎角進行資料同

化一般說來要比使用折射率更佳。 

變分最佳分析 

對變分最佳分析（variational optimization analysis）來說，

狀態向量本身就是可觀測量，不過它的元素之間有下面的約束條件： 

0)( =xc                         (24) 

這個關係是氣象學的動力方程。另外，背景值完全不用，此時目標函數

可寫為 

)()()(
2
1 1 xcλxxOxx T

o
T

oJ +−−= −             (25) 

或者寫為 

)()(
2

)()(
2
1 1 xcxcxxOxx T

o
T

oJ γ
+−−= −           (26) 

(25)式和(26)式把(24)式分別當做強約束和弱約束條件而得到的。至於

狀態向量的觀測值 ox 是指格點上的分析值。因此這個由 Sasaki（1958）

發展出來的變分最佳分析法，狹義的說，是調整格點上的氣象變數的客

觀分析值，使它們滿足做為約束條件的動力方程。必須指出，這個問題

並不是反問題，因為完全不用向前模式。 

單雷達風場反演 

Doppler雷達接收到的反射率因子η 和徑向風速 rv 分別滿足下面的

回波守恆方程（conservative equation）和徑向速度方程：  

Swvu zyxt =+++ ηηηη                  (27) 

r
wzvyuxvr

++
=                     (28) 

其中 x, y, z 是以雷達站為中心的直角坐標，r為大氣中反射電磁波的

1.5 氣象學中的反問題 
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某個質點群（取樣體積）離雷達站的距離，u, v, w 為質點群沿這三個

坐標的速度分量。此外，下標 x, y, z, t 分別表示關於 x, y, z, t

的偏導數。(27)式是反射率因子的守恆方程，S 則是很小的源函數

（source function），由於雷達資料的時空分辨率（resolution）很

高，因此反射率因子的時空梯度是已知的。至於(28)式，只是幾何關係

而已，也就是由三個風速分量計算出離開原點的徑向風速。假設(27)

式和(28)式的離散化形式分別為 

,),( SzxQ =     Hxy =                  (29) 

其中 x 表示三個風速分量，y 表示徑向風速，z 表示所有的反射率因子

的時空梯度 tη , xη , yη , zη 。在這情況下目標函數為 

),(),(
2

)()(
2
1 1

oo
T

o
T

oJ zxQzxQHxyRHxy γ
+−−= −      (30) 

其中γ 為罰因子，R為徑向風速觀測誤差的協方差矩陣。這個反演問題

是決定最佳的速度分量 u, v, w，使得(30)式所示的目標函數取極小值。 

結語 

最後必須指出，在求解氣象學中的反問題時必須注意下面幾點： 

(a)在求解反問題時必須求解正問題，正問題有時也不見得簡單，

例如數值預報模式和輻射傳遞模式就特別複雜，通常需使用別

人發展出來的模式。 

(b)在求解反問題時，必須使用下降算法，也就是直接由目標函數

和它關於控制變數的梯度，決定出使目標函數取極小值的解。

這是因為向前模式可能是非線性的，也可能複雜到必須以隱函

數表示，無法用微分等於零的方法決定出解來。 

(c)在求解反問題時需要用到代表準確度的觀測誤差和背景誤差的

協方差矩陣，它們隨觀測系統和數值預報模式而不同，必須儘

可能準確的估計出來。 


