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相安無事, 各盡其所。

8.4 重覆賽局 (Repeated Games)

讀者在唸到囚人難局及其均衡解時,可能會對它的悲觀預測感到不解。這世界不是

充滿了合作性的結果嗎? 我的好朋友向我借錢, 即使沒有簽借據, 不是一樣會還我

嗎? 信譽好的公司, 即使有欺騙消費者的空間, 不是仍然不願這樣做嗎? 表面上

看, 這些行為和囚人難局的均衡預測都不相合。 但上面這些例子, 雖然都是正確的,

但它們和囚人難局卻有一個基本的不同: 不論是我的好朋友或信譽好的公司,和我

都有長久的關係,而囚人難局只有一次的接觸。 如果參賽者之間在同一種關係下會

不斷的重覆, 那麼他們的均衡行為, 和單期的均衡行為會有極大的差別。 用最粗淺

的解釋, 是在長期的關係下, 參賽者之間可以用未來的“報復”和“報答”為手段, 來

維持現今的合作。 這在單期關係下, 是做不到的。 處理長期關係的賽局就是重覆賽

局 。 在這方面的研究,文獻上有非常豐富的理論。 但限於篇幅這裡我們只用較不嚴

格的方式來討論,而且只能稍為提到一些較簡單的結果。讀者若有興趣要進一步研

究, 可參考 Fudenberg 和 Tirole (1991) 的第五章。

假設Γ(N,A, U) 是一個一般式賽局, 則 ΓT (δ) 代表將 Γ 重覆玩 T 期所形成

的賽局, 且每兩期之間的報酬折現為 δ (0< δ < 1)。 換言之, 如果一個參賽者在第

t 期所得到的報酬為 Ut, 那麼整個 T 期賽局下, 他得到的總報酬是
∑T

t=1 δ
t−1Ut。

如果 T <∞, 我們稱 ΓT (δ) 是一個有限重覆賽局。 如果 T =∞, 那麼 Γ∞(δ) 是

一個無限重覆賽局。 假設在任何一期裡,每一參賽者可以觀察到對手和自己在過去

所有做過的事。 也因為這樣, 重覆和單期賽局最重要的差別在於, 前者的策略可以

是過去各期所有發生的事件的函數。 假設 ai(t) 是參賽者 i 在第 t 期的行為, 而

a(t) = (a1(t), . . . , an(t)) 是所有參賽者在第 t 期的行為, 那麼任一參賽者 i 在第

t+ 1 期的策略, σi(t+ 1), 是一個從 (a(1), a(2), . . . , a(t)) 映到 Ai 的函數。 因此

參賽者 i 在一個 T 期重覆賽局 ΓT (δ) 的策略, 是 σi≡(σi(1), σi(2), . . . , σi(T ))。

假設現在賽局到了第 t 期的結尾。 那麼所餘的 T − t 期未完的部份, 事實上是

ΓT (δ) 的一個子賽局。 因此仿伸展示賽局的定義, 如果在每一期所餘的子賽局裡,

原先的策略 σ ≡ (σ1, σ2, . . . , σn) 都是該子賽局的 Nash 均衡, 則 σ 就是 ΓT (δ)

這個重覆賽局的SPE。 從重複賽局的定義中我們可以看出一個重覆賽局的策略是
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第八章 伸展式賽局

非常複雜的, 它可以是過去所有發生過事件的函數。另外一件要注意的事, 是 Γ 和

ΓT (δ) 是兩個完全不同的賽局。後者有自己的策略空間, 報酬的計算方法和均衡的

定義。 它們之間相同的地方, 只是在 ΓT (δ) 裡, 每個參賽者在任何一期的可用策略

(available actions), 和 Γ 的可用策略 A 相同而已。

由於有限與無限賽局有完全不同的理論結果, 因此我們將它們分開討論。 首先

討論有限重覆賽局。

8.4.1 有限重覆賽局

有限賽局其實是一個伸展賽局的特例, 其中每一個參賽者在每一期都有完全一樣

的可用策略 (available actions)。 因此我們可以用回溯法來求解。

例 8.8 假設例 7.2 的囚人難局重覆玩 5 次。 那麼由於在最後一期時, 參賽者面對

的同等於一個單期的囚人難局, 因此兩人必須採單期賽局的 Nash 均衡 (D,D)。

但由於兩人不論在第 4 期下什麼, 第 5 期都非採 (D,D) 不可, 因此他們在第

4 期所面對的, 其實也等於一個單期的囚人難局。 這表示兩人在第 4 期還是要採

(D,D)。 由此回溯到第 3, 2, 1期, 可知他們每期都要採 (D,D)。 換言之, 一個

重覆 5 次的囚人難局的唯一 SPE, 是每期都要採該囚人難局唯一的 Nash 均衡

(D,D)。

其實我們可以很容易的看出, 例 8.8 的推理, 不只適用於囚人難局, 而且適用

於任何只有單一 Nash 均衡的單期賽局。 因此我們得到下列定理:

定理 8.2 假設 Γ 只有一個 Nash 均衡, 且 T <∞。 則 ΓT (δ) 這個重覆賽局只有

一個 SPE, 那就是每一期都要玩 Γ 的 Nash 均衡。

定理 8.2的結果, 只在Γ有單一 Nash 均衡時才正確。當 Γ 有兩個 (或以上) Nash

均衡時, ΓT (δ) 的 SPE數目會變多。

例 8.9 考慮圖 8.7 的賽局。 這個賽局有三個 Nash 均衡: ρ1 = (A,B), ρ2 =

(B,A) 和 ρ3 = ((1/2 A, 1/2 B), (1/2 A, 1/2 B))。 其中 ρ1給參賽者 1(2) 的報

酬最低(高), 而 ρ2正好相反。 ρ3帶給他們的報酬各是 1/2。 假設這個賽局玩兩次,

且兩期之間無折現。 用與例 8.8 相同的推理, 我們其實也可以證明兩期都採 ρ1 或
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第八章 伸展式賽局

A

B

A B

2, 2 −1, 3

3,−1 −2,−2

圖 8.7

ρ2 或 ρ3 也是兩期賽局的 SPE。 但我們要證明除此之外, 還有其他的 SPE。 很明

顯的, 參賽者在最後一期必須採 ρ1, ρ2 或 ρ3 其中的一個。由於這三個均衡帶給他

們的報酬不同, 所以他們可以把高報酬的單期均衡當作獎勵,而低報酬的單期均衡

作“處罰”, 來支持他們在第一期採一個非單期賽局均衡的策略。 舉例來說, 考慮下

面這個兩期賽局的策略: 第一期兩人都採 A。 如果沒有人在第一期悖離, 那麼第二

期他們採 ρ3。 如果在第一期參賽者 1 悖離 A, 那麼他們第二期就不採 ρ3, 而玩給

參賽者 1 有低報酬的 ρ1。 反之, 如果在第一期參賽者 2 悖離 A, 那麼他們第二期

就採給參賽者 2 低報酬的 ρ2。 我們要證明這個策略是上述兩期賽局的一個 SPE。

在第二期, 由於他們採的是 ρ1, ρ2或 ρ3的其中一個, 而這三個都是單期賽局

的 Nash 均衡, 所以很明顯的第二期沒有人會悖離。 在第一期, 如果參賽者由 A

悖離, 那麼他最多也只是能得到 3。 而且一旦他這麼做, 第二期他們必須採 ρ1而使

參賽者 1 得到−1的報酬。 因此他在兩期的總報酬是 3 − 1 = 2。 反之, 他在第一

期如果不悖離, 那麼拿到的均衡報酬 2+1/2 > 2。 因此參賽者 1 也不願意在第一

期悖離。 對參賽者 2 而言, 我們也可以證明他們在第一, 二期都不願悖離 A (計算

方法和參賽者 1 完全一樣, 因為這個賽局是對稱的)。 換言之, 上述策略是這兩期

賽局的 SPE。

在上面這個例子裡, 值得注意的是參賽者在第一期所採的 (A,A), 並不是單

期賽局的 Nash 均衡。 換言之, 如果一個單期賽局有兩個 (或以上) 的 Nash 均
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衡, 那麼有限的重覆玩時, 並不需要每期都玩單期賽局的 Nash均衡。 它的原因,

是由於單期賽局的不同 Nash均衡, 會給參賽者不同的報酬, 因此可以用低報酬的

Nash均衡, 當作參賽者前期悖離的“處罰”。換言之,即使在第一期玩的不是單期賽

局的 Nash均衡, 而使某些參賽者有悖離的空間, 只要用讓那個參賽者報酬較低的

Nash均衡當作第二期的處罰, 那麼他還是不會悖離的。

8.4.2 無限重覆賽局

在無限重覆賽局裡, 由於不論在任何一個時點上, 所餘的子賽局仍是無限長, 因此

前節所言的“處罰”力量,可以非常大。這表示幾乎任何單期賽局的策略 (actions)都

可以被均衡維持。 因為只要任何參賽者悖離了某一期裡均衡所指定的策略,那麼他

們可以在日後無限長的子賽局裡, 用一個夠強的處罰, 讓悖離者在日後失去因那一

期悖離所得到的好處。 當然, 這不表示一個重覆賽局裡, 要讓一個參賽者的報酬多

低就可以多低。 一個賽局裡, 即使傾所有參賽者之力, 也不可能把某一參賽者的報

酬壓到某一極小值之下; 換言之, 任一參賽者在重覆賽局裡, 都可以保證得到一個

報酬最低值。 這就是所謂的最小可能的最大報酬 (minimax)。 給定一個一般賽局

Γ(N,A, u), 且 i∈N , 定義

ui = min
a−i∈△(A−i)

max
ai∈Ai

ui(ai, a−i)。

我們稱 ui 是參賽者 i 在 Γ 的最小可能的最大報酬。 ui 代表的是, 假設對任何非

i 的參賽者的一個單期策略組合 a−i, 參賽者 i 都用一個 ai 去回應讓他自己的報

酬最大。 那麼讓 i 報酬最小的方法,就是選一個 ai ∈ Ai,讓 max
ai∈Ai

ui(ai, a−i) 最

小。 很明顯的, ui 是參賽者 i 在賽局 Γ 裡所能得到的最低報酬。 這是因為即使其

他非 i的參賽者能聯合起來 「對付」 i 最不利的單期策略組合。 只要 i對那個策略

組合做最適回應, 那麼他最少也能得到 ui。

例 8.10 在例 7.2 的囚人難局裡 u1 = u2 = 0。 這是由於D是每個人的優勢策略,

所以max
ai

ui(ai, a−i) = ui(D, a−i)。 這表示min
a−i

ui(D, a−i) = ui(D,D) = 0。

例 8.11 在例 7.3 的賽局裡, max
ai

ui(ai, A) = 2, 而 max
ai

ui(ai, B) = 1。 在

此我們把參賽者 i 的策略放在前面。 換言之, 在 i = 2 時, 上式的 ai 代表第
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二個參賽者, 而非第一個參賽者的策略。 若 i 的對手只能用純策略, 那麼他應選

B 使 max
ai

ui(ai, B) = 1。 但事實上他可以選一個混合策略 a−i ∈ △(A−i), 使

max
ai

ui(ai, a−i) 極小, 所以他應選 (1/3C, 2/3D)。 這時 ui = 2/3。 換言之, u1=

u2=2/3。 更清楚的一點說, 一個參賽者如果要使對手得到 ui 這個最小可能的最

大報酬, 那麼他應使用的策略組合是 (1/3C, 2/3D), 這時對手不論下 C 或 D, 得

到的報持酬均是 2/3。

從例 8.11 我們可以很清楚的看出, 利用混合策略可以把對手的最小可能的最

大值, 壓到比使用純策略更低的水準。

接下來我們要研究無限重覆賽局的子賽局完全均衡。 為了方便起見, 我們將重

覆賽局的報酬等價化 (normalize)。 換言之, 我們將參賽者的報酬乘上 (1−δ)而定

義為

(1− δ)
∞
∑

t−1

δt−1ut。 (8.1)

這樣做的好處, 是如果一參賽者每期得到的報酬都是 u 的話, 那麼整個重覆賽局

他得到的報酬也正好是 u。 這樣我們可以很容易將 Γ和Γ∞(δ) 作比較。 在這個定

義下, 我們可以找出重覆賽局的所有可能報酬 (feasible payoffs) 集合。

對任一集合 B, 令 CO(B) 代表包含 B 的最小凸集合, 亦即是 CO(B) 的元

素,是所有 B 裡元素的線性組合的集合。 比如說, 如果 B 是三個不共線的點, 那麼

CO(B) 就是整個由這三點圍成的三角形 (包括內部) 的集合。 令 F ≡CO({x∈
R|N | | ∃a∈A, ∋u(a) = x})。 F 很顯然是參賽者在 Γ∞(δ)裡的所有可能報酬的集

合。 不論他們使用什麼策略, 參賽者的報酬一定要落在 F 裡。 反之, 任何在 F 裡的

一點 x, 一定有一個重覆賽局策略 (但不一定是均衡策略), 使得這個策略下, 參賽

者的報酬組合正好是 x。 再定義 F ∗ ≡ {x = (x1, x2, · · · , xn)|x∈F, xi > ui ∀i}。
F ∗稱作Γ∞(δ)的可能且符合個人理性 (feasible and individually rational)的報

酬集合。 一個 Γ∞(δ) 的均衡策略下的報酬組合, 一定要落在 F ∗ 裡。 這是因為 ui

是參賽者 i 保證可以在賽局得到的最低報酬, 如果某一報酬組 x 給 i 的報酬還小

於 ui, 那麼 x 不可能是均衡報酬。

我們接下來要證明一個重覆賽局裡相當令人意外但合理的結果。 它說只要參

賽者耐性夠,那麼任何一個F ∗裡的元素都是某一 Γ∞(δ)的均衡下的報酬。換言之,

只要 δ 夠大, 那麼 Γ∞(δ) 的均衡報酬集合, 不多不少, 正好就是 F ∗。 首先我們用
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囚人難局做例子。

定理 8.3 在囚人難局裡, 存在一個 δ (0<δ<1), 使得若 δ>δ, 那麼任何 F ∗ 裡

的元素都可以是 Γ∞(δ) 的某一均衡的報酬。

證明: 由於在囚人難局裡, 極大中之極小報酬, 正好就是每個人都玩不合作 (D)

的報酬, 而且 (D,D) 正好就是囚人難局的 Nash 均衡, 因此我們可以用它當作參

賽者悖離的處罰。 假設 x∈F ∗, 且令 G={(C,C), (C,D), (D,C), (D,D)}。那麼
由 F ∗ 的定義我們可以知道 x 可以寫成集合 {u(a) | a∈G} 裡四個元素的線性

組合:

x =
∑

a∈G

tau(a); 0 ≤ ta ≤ 1。 (8.2)

也因為如此, x 這個報酬可用適當順序去玩 G 裡的四個單期策略而得到。換言之,

我們可以找到一條路徑 {a(t)}∞t=1, 使得 a(t)∈G ∀t, 且 (1 − δ)
∞
∑

t=1
δt−1u(t)=x。

我們現在可以製造一個 Γ∞(δ) 的 SPE, σ, 讓它的報酬正好就是 x: σ 要求參賽

者按 {a(t)}∞t=1 這條路徑去玩。 如果參賽者每一期都遵照這一指定的路徑去玩, 那

麼他們的報酬當然就是 x。 為了防止參賽者悖離, 在任一期 t, 若有任何一個參賽

者悖離當期所指定的 a(t), 那麼在接下來的每一期他們都玩 (D,D)。 由於每一期

都玩 (D,D) 是重覆賽局的一個 SPE (見習題 8.6), 因此這時不會有任可參賽者

想再去悖離。由於 xi>ui, 且一旦任一參賽者悖離之後, 雖然也許可以在當期得到

較大的報酬, 但隨之必然永遠得到 ui 的報酬, 因此在 δ 夠大時, 遵守 a(t) 並得

到 xi 是每一參賽者 i 的最大利益。♠

例 8.12 考慮例 7.2的囚人難局。 我們要證明若 δ 夠大, 那麼我們可以找到一個

Γ∞(δ) 的 SPE 使參賽者在每一期都合作。這個策略如下: 一開始每一參賽者都玩

C, 而且只要每一期參賽者都這樣做, 他們就不斷的下 C。 但只要任何一期任一參

賽者悖離 C, 那麼從下一期開始, 他們永遠玩 D。 這種策略在文獻上叫觸發策略

(trigger strategy)。原因是參賽者都以合作為開始, 而一旦任一參賽者在任何一期

引發了不合作的導火線 (不玩合作策略 C),那麼他們就像扣發板機一樣, 永遠不再

回頭合作。證明很容易: 如果在任一期 t, 任一參賽者採合作, 那麼他接下來的預期

報酬是得到永遠合作下的報酬。 所以總報酬為 (1−δ)(2+2δ+2δ2+· · ·) = 2。 如果

他在第 t 期悖離, 那麼當期他得到的報酬最大也只可能是 4, 但接下來他將永遠得
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第八章 伸展式賽局

到不合作的報酬 0。 因此他的預期報酬是 (1− δ)(4+ δ0+ δ20+ · · ·) = 4(1− δ)。

只要 δ > 1/2, 那麼悖離的報酬較低。 這表示沒有任一參賽者願意在合作階段悖

離。 為了 SPE 的要求, 我們必須再檢查一旦賽局進入要永遠玩 D 的階段時, 參

賽者是否仍願遵守策略的規定。 很明顯他們沒有更好的選擇(見習題 8.6)。

定理 8.3 和例 8.12 告訴我們一個非常重要的事實: 當一個賽局可以無限重覆

玩的時候, 非單期賽局的均衡策略可以變成均衡。 以囚人難局來說, 雖然 (C,C)不

是單期賽局的 Nash 均衡 (它甚至不是有限重覆賽局的均衡), 但當賽局無限重覆

時, 我們竟可以設計一個均衡讓參賽者在每期都合作。 這表示重覆 (尤其是無限重

覆者)賽局的和單期賽局有完全不同的均衡。 在有限重複賽局裡, 如果 Γ 只有一個

Nash 均衡, 那麼不論 Γ 重複幾次, 唯一的 SPE 就是重複的去採取那一個 Nash

均衡策略。 但如果 Γ 重複無限次, 情況就完全不同。 例 8.12 就非常清楚的說明這

一點。 在囚人難局裡, 雖然單期賽局的 Nash 均衡只有一個, 但它無限重覆時, 均

衡的數目可以是暴漲到幾乎是任何可能的報酬都是均衡報酬。最後的這個結論, 不

但在囚人難局是正確的, 事實上在幾乎所有的賽局都是對的。 這就是有名的“無名

定理” (Folk theorem)。

定理 8.4 (Folk theorem) 假設 Γ(N,A, u) 是一個一般式賽局, 且沒有任何兩

參賽者的報酬是完全線性相依的。那麼給定任何一個 F ∗ 裡的元素 x, 我們一定可

以找到一個 δ, 使得 (只要δ ≥ δ) x 是 Γ∞(δ) 裡的 SPE 均衡報酬。

因為定理的證明稍繁雜, 所以我們省略證明。 有興趣的讀者請見 Fudenberg

和 Tirole (1991) 及 Abreu, Dutta 和 Smith (1994)。 證明這個定理的基本精

神, 其實很簡單。 對任何一個 x ∈ F ∗, 我們都可以找出一條路徑 {a(t)}∞t=1, 使參

賽者玩這條路徑的報酬, (1 − δ)
∑∞

t=1 δ
tu(a(t)), 正好等於 x。 為了防止這條路徑

上有人悖離, 規定若在任何一期有參賽者悖離, 那麼用對應於他的大中之極小報酬

的策略處罰他 m 期。 m 值的選擇是以讓悖離者因悖離而得到的好處完全被抹除。

但為了防止負責處罰的參賽者在處罰期間悖離, 如果任一處罰者在處罰別人的期

間悖離,那麼他自己會變成受處罰者。 如此用每個參賽者的大中極小策略來層層相

制以維持原先的均衡路徑 {a(t)}∞t=1。 在一般的賽局裡, 其證明之所以比重覆囚人

難局複雜, 是因為後者是用永遠玩囚人難局的 Nash 均衡來做處罰, 因此它不必擔

心在處罰期間“執法者”自己又悖離的問題。 但一般的情形下, 對應於某一參賽者的
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minimax 的策略, 本身並不一定是一個單期賽局的 Nash 均衡, 因此必須考慮到

“執法者”自己反而後來悖離的情況。 也造成 SPE 必須設計一層層的處罰,以下一

層的處罰來維繫上一層的處罰。另外, 定理要求沒有任何兩個參賽者的報酬是完全

線性相依的, 主要原因在於如果 i, j 兩人報酬完全相依, 那麼處罰 i 等於處罰 j。

所以當 i 悖離需受處罰時, j 根本沒有意願參加, 造成均衡無法維持。

事實上, 即使是有限重覆賽局, 也有它的無名定理。 它的敘述和證明都稍複雜。

大致上,它是說假設 F ∗ 的維數是 n, 且對每一參賽者而言, 都存在兩個單期賽局的

Nash 均衡, 使這個參賽者在這兩個 Nash 均衡的報酬不同。 那麼對任意 x ∈ F ∗,

一定可以找到一個 SPE 報酬 y, 只要賽局重複的次數夠多(但仍有限), 使 y 和 x

的差距要多近就有多近。 (一般而言, 只要 Γ 有兩個 Nash 均衡, 而且這兩個均衡

報酬裡, 有一個比另一個更具 Pareto 效率性, 那麼這個定理的假設就符合。) 定理

證明請見 Benoit and Krishna (1985)。

上述論證和策略, 雖然複雜, 但它背面其實是一個非常簡單的原則。 在參賽者

有長期關係的時候, 由於參賽者可以用未來的接觸所產生的利害關係來報復或獎

勵本期發生的事, 因此在單期賽局不是均衡的策略, 可以在多期賽局裡維持。

讀者或者會好奇: 這樣的無限賽局論証, 有解決我們剛開始所說的現實上的合

作情形嗎? 舉例來說, 在現實裡, 人的生命都有限。 因此大家所面對的, 必然都是

有限重複賽局。 但即便如此, 大家不是不斷在囚人難局中合作嗎? 這樣的質疑, 不

無道理。 但如果仔細思考, 就會發現有限重複賽局的一個很大特性, 是參賽者確定

在某一期賽局一定結束 (例如, 在100期的有限重複賽局裡, 所有參賽者都完全確

定賽局會在第100期後結束)。 但在現實裡, 人並不確定結束的期限。 不論是朋友或

同事關係, 我們都知道最終一定結束 (死亡來臨), 但並不知道是何時結束。我們其

實可以證明: 假設參賽者的報酬無折現, 但每玩完一輪之後, 有 (1− λ) 的機率賽

局將永遠結束, 有 λ 的機率他們會再玩一輪。 玩完這一輪之後, 又有 (1− λ) 的機

率賽局將永遠結束, 且又有 λ 的機率再玩一輪, 如此不斷下去。這樣的賽局會等於

一個折現為 λ 的無限重複賽局 (見習題 8.9)。 這個結果表示即使參賽者之間的關

係終會結束, 但只要他們不確定何時會結束, 那麼他們的關係其實就可以用一個無

限重複賽局來描述。
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8.5 重複賽局的應用: 價格勾結

重複賽局理論的一個重要應用, 是研究競爭廠商的聯合行為。 以下我們用一個簡

單, 但又有相當代表性的例子來說明。 假設某一產業內有兩家廠商(1與2), 它們所

面對的需求曲線是 P = a− bQ; 其中 a 和 b 均為常數, 而 Q 是兩家廠商的總產

量。 再假設它們以數量來競爭 (換言之, 進行 Cournot 競爭)。為簡化計算, 假設成

本為0。 由 Cournot 競爭的基本計算, 我們可以很容易知道每一廠商的反應函數

為 qi = (a − bqj)/2b, (i, j = 1, 2, i 6= j)。 Cournot 均衡下的每一廠商的產量為

a/3b, 市場價格為 a/3, 而每一廠商的利潤為 π = a2/9b。 但 Cournot 均衡下的

利潤其實並不是廠商所能得到的最大利潤。 如果它們可以互相勾結成為一個壟斷

產業, 那麼每一家廠商的產量應為 a/4b, 使市場價格為 a/2。這時各廠商平分壟斷

利潤可以各得到 π∗ = a2/8b。換言之, 廠商如果要獲得最大利潤,應限制產量以提

高價格。 這是勾結的基本邏輯。 但在一般的單期競爭下, 這個目標卻無法達到。 主

要的原因, 是當一個廠商的產量是 a/4b 時, 根據上述的反應函數, 它的對手的最

適產量是
a− b( a

4b
)

2b
=

3a

8b
>

a

4b
。 (8.3)

換言之, 它的對手永遠有動機欺騙將產量提高為 3a/8b, 而得到 (3a/8b)×[a −
(3a/8b) − (a/4b)] = 9a2/64b 的利潤。 這時生產 a/4b 的利潤是 3a2/32b; 反

而比 Cournot 競爭下的利潤 π 還低。 這表示在單期競爭下, 勾結行為一定無法達

成, 因為對手永遠有誘因增產而使自己蒙受損失。這就是勾結廠商所面對的囚人難

局。 也因如此, 在單期競爭下, 唯一的均衡結果是 Cournot 均衡。

但在多期競爭時, 面貌則完全改變。 假設這兩家廠商在市場上進行無窮期的競

爭, 而每兩期之間的折現為 δ。這時它們可以設計如下的勾結策略:在第一期時,每

家廠商生產 a/4b。 在任何的一期 t (t > 1), 只要在前 (t − 1) 期每一家廠商的產

量都是 a/4b, 則在第 t 期也繼續生產 a/4b; 否則永遠生產 a/3b。 這是一個典型的

觸發策略, 它的基本運作其實非常容易。 在一開始時要求廠商生產勾結產量 a/4b。

若在任何一期任何一家廠商違反勾結約定,則它們不再合作,而永遠生產 Cournot

競爭下的產量 a/3b。 在這個策略下, 廠商若每一期都照勾結的約定生產 a/4b, 則

它的利潤為

(1− δ)

[

a2

8b
+ δ

a2

8b
+ δ2

a2

8b
+ ...

]

=
a

8b
。 (8.4)
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反之, 如果它在任何一期生產對應於 a/4b 的最適產量 3a/8b, 那麼雖然違反約定

的那一期可以得到較高的利潤 (9a2/64b), 但接下來兩廠商將進入永遠不合作的階

段。 利潤因此為

(1− δ)

[

9a2

64b
+ δ

a2

9b
+ δ2

a2

9b
+ ...

]

。 (8.5)

如果 δ ≥ 9/15, 則 (8.4) > (8.5)。 這表示如果廠商對兩期之間利益的折現不是很

大, 那麼雖然每一期都有機會可以欺騙對手, 將產量由約定的 a/4b 增加到 3a/8b

以增加單期利潤, 但以長期來看並不划算。 因為這將使之後每期的利潤由 a2/8b減

少到 a2/9b。

上述的推論, 其實相當貼近現實上的直覺。 為了彼此的最大利益, 廠商必須合

作。 但這代表每個廠商的產量, 並非是相對於對方的最適產量 (因不在反應函數

上)。 換句話說, 這時廠商的短期利益應是增加產量。 但如果它這樣做, 合作即行

破局, 它們只好回到 Cournot 競爭下的產量 (這時就進入我們通稱的價格戰)。 這

種結果下的利潤將低於合作的利潤。 因此, 它們寧願克制自己短期增產的誘因, 以

追求長期最大利益。 當然, 這只有在廠商顧及它的長期利益時才會如此, 也是為什

麼上述推論必需要在 δ 夠大時才成立。

8.5.1 Green-Porter 模型

上一節的勾結策略雖然直覺上合理, 但在現實運作上, 其實並不容易。 因為上述論

證, 依賴於兩個非常重要的隱含假設, 第一是廠商必須觀察到其他廠商的產量; 第

二是價格和數量之間的關係,必須是完全固定的。第一個假設, 其實沒有那麼重要,

因為只要價格和數量之間的關係是完全確定的, 那麼由觀察價格就可以知道對方

的產量。1 真正重要的假設, 是價格和數量之間有完全確定的關係。 也因為這個假

設, 只要一個廠商觀察到市場價格, 便可以完全確定對手是否按勾結約定的產量生

產。 但在現實裡,P 和 Q 之間的關係, 常常並非一對一完全相關。 換句話說, 即使

知道自己的產量和市場價格,也很難完全推論出對手的產量。一個現實上合理的假

1例如, 假設廠商1的產量是10,而且價格為5, 那麼它就可以推論出廠商2的產量必然為−10+

(a− 5)/b。
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設, 是假定

P = a− bQ + ǫ; (8.6)

其中 ǫ 是一個隨機變數, 而且其平均值 E(ǫ) = 0。 為了方便說明, 我們假設 ǫ 的

密度函數, 是一個常態分佈 N(0, σ2), 且 F (·) 和 f(·) 各自是它的機率分配及密

度函數。 同樣的, 假設廠商只能觀察到自己的產量和市場價格。 這時廠商所面對的

狀況, 就和上一小節完全不同。 即使它觀察到市場價格, 也無法確定對方的產量是

否遵守勾結約定。這是因為如果市場上的價格較低,可能代表某些廠商生產較高的

產量, 也可能是景氣不佳 (ǫ 較小)。 如果用8.5節裡的策略, 只因市場價格不是合作

產量下所對應的預期價格 (a/2) 而行價格戰,那麼兩個廠商沒有合作的可能, 因為

在 P = a− bQ + ǫ 的設定下, 幾乎可以確定即使兩廠商都生產勾結產量, 價格也

不會是 a/2。

Green-Porter模型的主要貢獻, 是說明即使在這種情形下, 廠商仍有聯合定價

的可能。 它的洞見是, 假如兩家廠商都生產 a/4b, 那麼價格應該離 a/2 不會太遠。

不但如此, 一個廠商如果要在單期裡欺騙對手, 那麼它應該要增加產量才會使利潤

提高, 而非減產。 這表示如果有廠商違反聯合定價的約定, 價格應會較 a/2 低, 而

非較高。 因此, 它們可以設定一個價格門檻 P̄ < a/2, 並由此設計一個聯合定價的

約定如下: 每家廠商一開始都生產 a/4b。 如果本期市場價格高於 P̄ , 則下一期繼

續生產 a/4b。 如果本期價格低於 P̄ , 則從下一期開始, 進入 n 期的 Cournot 競爭

之後, 再回到生產a/4b。 這個策略的基本精神, 和上一節的觸發策略其實相同, 只

是實行的手段有些差異。 首先, 由於對手的產量無法確定, 而只能由價格來粗略判

斷, 因此價格成為相互監督對手有無違約的工具。 第二, 由於價格和產量之間並非

1-1對應, 因此無法由它來完全判定對手是否違約, 而必須設定一個合理的忍受範

圍。 P̄ 即代表它們所可以忍受的最小價格。 如果市場價格高於 P̄ , 則它們認定合作

成功, 因此下一期繼續合作。 如果市場價格低於 P̄ , 則有人違約的可能性較大, 因

此它們用 n 期的價格戰來互作處分。 (這時其實不見得真的有廠商違約, 而可能只

是它們運氣不好,ǫ的實現值很低而已。)換言之,它們還是利用價格戰的可能性,來

維繫廠商之間的勾結, 只是這時生產 a/4b 並不保證它們下一期不會進入價格戰,

而只是利用增產違約, 進入價格戰的可能就越大這個事實, 來維繫勾結。

我們首先從計算較簡單的情形開始, 假設 n = ∞; 換句話說, 假設一旦價格低

於 P̄ , 就從下一期開始永遠進行 Cournot 競爭。 令 V ∗(δ) 這個策略之下的總報
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酬。 另外, 當總產為 Q 時, 市場價格低於 P̄ 的機率為 Pr(a + bQ + ǫ ≤ P̄ ) =

F (P̄ −a− bQ) 。我們已經知道 Cournot 競爭之下的單期預期報酬為 π = a2/9b,

而勾結的預期報酬為 π∗ = a2/8b。 因此

V ∗(δ) = (1− δ)π∗ + δF (P̄ − a

2
)π + δ(1− F (P̄ − a

2
))V (δ)。 (8.7)

上式的第一項是當期勾結的利潤; 第二項是如果當期的市場價格比 P̄ 低, 兩廠商

自下一期起, 永遠進入 Cournot 競爭之後的總預期利潤。 第三項是如果當期市場

價格高於 P̄ , 兩廠商自下期起, 仍然維持勾結的總預期利潤。 由此可解出

V ∗(δ) =
(1− δ)π∗ + δF (P̄ − a

2
)π

1− δ(1− F (P̄ − a
2
))

。 (8.8)

在勾結契約下, 如果某一廠商單獨悖離而將產量由 a/4b 改變到 q, 然後從下

一期又跟隨勾結約定生產的話, 它的利潤為

V (q, δ) = (1−δ)[a−b( a
4b

+q)]q+δF (P̄−3

4
a+bq)π+δ(1−F (P̄−3

4
a+bq))V ∗(δ)。

(8.9)

上式的第一項是廠商單獨悖離到 q 那一期的利潤。 第二項是本期市場價格如果低

於 P̄ , 它自下一期開始的預期總利潤。第三項則是本期市場價格如果高於 P̄ , 它自

下一期開始的總預期利潤。 我們可算出

∂V (q, δ)

∂q
= (1− δ)(

3

4
a− 2bq)− δbf(P̄ − 3

4
a+ bq)(V ∗(δ)− π)。 (8.10)

如果勾結產量 a/4b 要是均衡, 必須讓

∂V (q, δ)

∂q
|q= a

4b
= 0; (8.11)

換句話說, 要讓

1

4
(1− δ)a− δbf(P̄ − 1

2
a)(V ∗ − π) = 0。 (8.12)

當 P̄ 趨近無窮小時, (8.12)的左邊為正數, 且當 P̄ 逐漸增加往 a/2靠近時, (8.12)

式的左邊也逐漸減低。 如果

f(0) >
(1− δ)a

4δb(V ∗ − π)
, (8.13)

194

陳
恭

平



第八章 伸展式賽局

那麼 (8.12) 式的左邊在 P̄ = a/2 時為負數。 換句話說, 這種情形下, 存在一個

唯一的價格 P̄ , 且 P̄ < a/2, 讓 (8.12) 式成立。 二階條件為負的要求, 也正好

是 P̄ < a/2。 式 (8.13) 的要求, 在 δ 夠接近 1, V ∗ − π 較大, 或 f(0) 較大時

都較容易成立。 這三個條件的道理, 都很容易了解。 折現因子 δ 較靠近 1, 表示未

來的利潤相對重要, 也因此較容易維持勾結。 V ∗ − π 較大, 表示勾結利潤相對於

Cournot 競爭的利潤較高, 也因此較容易維持勾結。 f(0) 較大, 表示常態分佈的

標準差較小, 由 ǫ 值所產生的不確定性影響也較低, 因此也較容易維持勾結。

利用永遠的 Cournot 競爭威脅來維持均衡, 是一個成本相當大的方法。 因為

在無窮期的競爭裡, 終會有一期 ǫ 的實現值會讓市場價格小於 P̄ 。 一個比較有

效率的勾結方式, 是讓 n < ∞ 。 只要讓 n 的值夠大, 那麼有限期 Cournot 競

爭的威脅就足夠維繫勾結的進行。 而長期來看, 勾結市場的價格就會在高勾結價

和低 Cournot 競爭價這兩個不同價格區之間來回。 這情形的計算較麻煩, 但可見

(Porter 1983 及 Green and Porter, 1984)。

8.6 結語

由這一章裡的幾個例子, 和本書之後的幾個章節, 讀者將會逐漸發現到, 伸展式賽

局在法律和社會科學裡有非常廣泛的應用。 在法律裡, 像是訴訟的程序或公司破產

的協商; 在政治學裡, 像政黨的協商、 議事規則的影響; 在經濟學裡, 像契約的談判

或市場競爭等等, 無一不能化做伸展式賽局來研究求解。 而且根據所得到的均衡,

我們更可以研究私有或市場上的訊息、 談判籌碼, 甚至制度本身等等因素, 對賽局

結果的影響。 由於如此, 賽局理論乃成為研究社會現象不可缺少的一個利器。 在這

一章裡, 我們較偏重求解的基本原則, 而不去討論訊息上的問題。 事實上, 賽局理

論和訊息理論結合之後, 才是它最具威力之處。 我們在下面幾章裡, 會慢慢讀到這

些理論。

習題

8.1 找出圖 8.8 賽局的所有 Nash 均衡及子賽局完全均衡。你認為每一個你找到

的子賽局均衡都是合理的均衡嗎? 為什麼?
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圖 8.8

8.2 在習題 8.1 中, 如果 x2 和 x3 不在同一個訊息集合內 (換言之, 如果圖 8.8

的賽局變成是在訊息完全 (perfect information) 的情況下), 它的子賽局完

全均衡會有不同嗎?為什麼?

8.3 假設某 A 要賣一台冰箱給某 B, 而這台冰箱對後者的價值是 500 元 (這是

兩人共知的事)。 A 與 B 現要談判冰箱的價格。 先由 A 提出一價格, 若 B

同意則成交。 若 B 不同意, 則由 B 出價, 由 A 決定是否接受。 若同意則成

交, 若不同意則又換回由 A 出價。 如此不斷交互談判下去。 但出價者也可以

選擇離開談判桌, 這時談判即行停止。 每次出價被拒之後, 冰箱都會因折舊

而對 B的價值減少 100 元。 請畫出這個賽局的樹狀圖, 並求解 SPE。 (假設

接受或拒絕一個條件對一個人的報酬相同的話, 他選擇接受。) 如果我們再假

設每一次開價時, 開價者都要付出 10 元的成本, 那 SPE均衡又是什麼? 若

一開始是由 B 出價, 會有什麼不同? 若每次出價者, 都要付出 20 元的成本,

那麼又有什麼不同?

8.4 Γ(N,A, u)是一個一般式賽局。現假設 N 這群人要把 Γ重覆玩 m次, 且每

一個人在每一期都可以看到其他所有人的策略。 因此在任何一期 t (t ≤ m)

時, 每一個人的策略,是前 t−1 期所有人所下過策略的函數。每一個人的總

報酬, 是每一期報酬的折現總合。 換言之, 如果 i 在第 t 期的報酬是 uti, 那
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麼他的總報酬即是
m
∑

t=1

δt−1uti。 由此形成的一個賽局我們記為 Γm。

(1) 假設 Γ 只有一個 Nash 均衡, a∗ ∈ A, 證明 Γm 也只有一個 SPE, 而

且是每一期都玩 a∗。

(2) 現令 m = 2, 且 Γ 如下圖。

A

B

A B

2, 0 1, 1

3, 3 0, 0

請證明: 若 δ ≥ 1
2
, 則存在一個 Γ2 的 SPE, 使得第一期兩人採 (A,

A)。 並由此說明當 Γ 的 Nash 均衡數目多於 1 時, Γm 的 SPE 並不

一定是在每一期都採 Γ 的 Nash 均衡。

(3) 是否存在一 Γ2 的 SPE, 使得第一期兩人採 (B,B) ?

8.5 假設在一個內閣制國家有三個政黨, 1, 2, 3。 政黨先在大選裡決定議會席次,

再根據席次組閣。 假設政黨 1, 2, 3 的所得席次率各為 x, y, z, 且 1/2 > x >

y > z > 0。 換言之, 沒有一個政黨的席次過半。 組閣的過程, 是由獲最高席

次的政黨 1 來先組席次過半數的聯合政府。 它可以選擇和政黨 2 或 3 或 2

及 3 合作。 若合作政黨的總得票率超過 1/2, 則成功組閣。 組閣成功的總報

酬假設為 1, 而合作政黨的報酬和其席次成正比。 例如, 若政黨 1 和 2 合組

聯合內閣, 則其各自的報酬為 x/(x+ y) 和 y/(x+ y)。若三黨共同組閣, 則

政黨 1, 2, 3 的報酬各自為 x/(x+ y+ z), y/(x+ y+ z) 及 z/(x+ y+ z)。

如果沒有政黨願意加入而成為過半數聯合政府, 則政黨 1 組閣失敗, 換由獲

第二高席次的政黨 2 來組閣。 同樣的, 它可以向政黨 1 或 3 要求合作。若它
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們都拒絕, 則由政黨 3 用同樣的程序來組閣。 若三黨都組閣失敗, 我們假設

這時政府將被臨時接管, 這時各政黨的報酬皆為 0。 請注意一個政黨組閣時,

它不一定要先向較高席次的政黨要求合作。 例如, 政黨 1 在組閣時, 不一定

要先和第二高席次的政黨 2 合作。 它可以先向政黨 3 要求合作, 若受拒絕,

再向政黨 2 要求。 首先, 請證明當一個政黨組閣時, 不會要求同時和其他兩

政黨合作。 因此我們可以排除三黨聯合政府的可能性。 其次, 請畫出這個賽

局的樹狀圖。最後, 請解出這個賽局的 SPE, 並說明最後將由哪些政黨組閣。

為什麼會這樣 ? (我們假設當一個政黨拒絕或接受一個組閣要求對它來說報

酬都一樣時, 它會選擇接受。)

8.6 假設 B 是所有Γ的 Nash 均衡的集合, 那麼不論 δ是多少, 在任一期都採 B

裡的任何一個元素的策略, 是Γ∞(δ)的一個 SPE。

8.7 假設市場有兩家廠商生產一同質產品, 並以 Cournot 方式競爭。 這樣產品

的市場需求函數是P = 100− Q。 假設生產成本為 0。 證明這兩家廠商的競

爭為一囚人難局。 換言之, 在 Cournot 競爭下, 兩家廠商無法生產對應於壟

斷利潤的產量。 為什麼? (提示: 用反應函數。) 當這兩家廠商可無限期在市

場上時, 請證明他們可以設計一個重覆賽局策略,使得他們(在折現因子夠大

時) 每一期的利潤總和, 都是壟斷利潤。

8.8 假設國會裡只有三位議員 (把他們叫1,2,3), 要談判決定一筆資源 (假設是1

元) 如何分配在各自的選區裡。 談判程序如下: 先隨機決定一個提案人, 由

他決定提出一個分配 x1 = (x11, x
1
2, x

1
3); 其中 x1i ≥ 0 是讓議員 i 所得到

的資源數, 且 x11 + x12 + x13 = 1。 其它兩人決定是否接受這個提案。 提案

是否通過由多數決定。 換言之, 只要這兩人其中有一個人接受, 則提案通過,

每個人的報酬由 x1 決定。 若提案不通過, 則再隨機由其他兩個議員選出一

人來提案 x2 = (x21, x
2
2, x

2
3) 付表決, 同樣的, 只要另外兩個議員其中有一

個同意, 則提案通過並按 x2 分配資源。 若不通過, 則由最後一個議員提案

x3 = (x31, x
3
2, x

3
3)表決, 若通過則按 x3 分配資源。 若不通過, 則不再討論這

個議題, 每個議員所得到的報酬都是 0。 請畫出賽局的數狀圖並求解 SPE。

(假設一個議員接受一個提案或拒絕它給他的報酬相同, 則他選擇接受。)
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8.9 考慮一個特殊的重複賽局如下: 參賽者玩某一個一般式賽局 Γ(N,A, u)。 玩

完之後, 有 (1 − λ) 的機率賽局即行結束, 有 λ 的機率參賽者再玩一次

Γ(N,A, u)。 同樣地, 玩完之後, 有 (1 − λ) 的機率賽局結束, 但有 λ 的

機率他們又會再玩一次。 如此不斷下去, 假設參賽者的報酬無折現。 試證明

這個賽局同等於一個折現為 λ 的無限重複賽局 Γ∞(λ)。
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