Exercices sur les séries entiéres.

Exercice 1 (Séries enticres et leurs sommes par des fonctions élémentaires).

Pour chaque série entiere réelle de variable x suivantes, surtout centrée a l'origine,
déterminer d’abord son rayon de convergence p, puis exprimer sa somme sur —p < x < p
en tant qu’'une fonction élémentaire :
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Exercice 2 (Séries entieres et la convergence uniforme).
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Montrer le critére de Cauchy uniforme : une suite de fonctions (f, : I — R),
converge uniformément sur I si et seulement si pour tout € > 0 il existe un Ny € N
tel que pour tous ¢ > p > Ny et pour tout x € I on ait |f,(z) — f,(z)| < e

Indication : on pourra considérer ¢ — oo dans la derniere inéqgalité.
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Montrer le théoréme d’Abel : si une série entiere réelle » a,z™ de variable x
n=0
converge en x = R € ]0, +o00[, alors cette série entiére converge uniformément sur
l'intervalle 0 < z < R.
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Indication : d’apres i., on pourra estimer = , en
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o
y remplagant a, R" = B, — Bny1 ot By := Y. a,R"™ ; pourquoi By — 0 ?
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Montrer que sur l'intervalle 0 < 2 < 1, la convergence de la série entiere » z"

n=0
n’est pas uniforme.

Soit R €10, +o0], soit (f, : [0, R] — R),, une suite de fonctions continues. Si la
suite de fonctions (f,), converge uniformément sur [0, R[, montrer que la suite
(fu(R))n converge dans R.

Indication : |fy(R) — f(R)| < [fo(R) — fo(x)| + [fo(z) — fol@)[ + [fp(z) — fu(R)].

o0
. En déduire que si R €0, +oo[ et si une série entiére réelle > a,a™ de variable x

n=0
converge simplement dans 0 < z < R mais ne converge pas en x = R, alors sur

Iintervalle 0 < x < R la convergence de cette série entiere n’est pas uniforme.



