Exercices sur les séries entiéres 11.

Exercice 1 (Développement d’une fonction en série entiere).

Pour chaque fonction réelle ou complexe f(z) suivante, trouver d’abord son développement
en série entiere centrée sur x = (0, déterminer ensuite le rayon de convergence de cette série
entiere, puis calculer £ (0) pour tout n € N : (dans ii., i = v/—1 € C)

i. f(z)=(1+2%sin(z) (complexe). iii. f(z) =In(3+22%) (réelle).
ii L complexe iv. f(x) = A réelle

Exercice 2 (Solutions d’équations différentielles par séries entieres).

Considérons I'équation différentielle suivante d’une fonction complexe cmalyzﬁz'queE y=1y(x):

) { V= )
y(0) = o, y'(0) = B.
Ci-dessus, a, 8 € C sont deux constantes.

i. Supposons que I’équation différentielle (x) ait une solution autour de x = 0 en série

o

entiere y = Y a,2" (a, € C) dont le rayon de convergence soit > 0. En substitutant
n=0

cette solution hypothétique dans (x) et en comparant les coefficients, montrer que

Qp— Ay — a Qa
- Sttt (n€N).

(n+2)(n + Datniz = an + == + = (n—1)

ii. Dans la situation de i., montrer que les coefficients a,, sont uniquement déterminés par
les deux constantes « et 3. Déterminer explicitement ag, a1, as, az, as et as en tant que
des combinaisons des deux constantes « et [3.

iii. Soient a, € C (n € N) ainsi déterminées par i. et par ii. Montrer qu’il existe un R > 0

o0 o0

tel que la série entiere > a,z™ converge lorsque |z| < R. En déduire que y = > a,z"
n=0 n=0

est 'unique solution analytique de (x) dans |z| < R.

Indication : pour l'existence de R, on pourra montrer, par exemple, qu’il existe une

constante réelle C > 0 telle que |a,| < Cn™/n! pour tout n € N (0° :=1).

iv. De méme facon, montrer que pour tout ¢ € C, il existe un R’ > 0 (dépendant de c)
tel que 1'équation différentielle (%), avec la condition initialle « y(0) = «, ¥/'(0) = 3
» remplacée par « y(c) = v, y'(¢) = 0 », ait une unique solution analytique dans

o0
|z—c| < R’ par une série entiere de la forme ) b,(x—c)" convergeant dans |z —c| < R/

n=0
Remarque : le résultat de iv. et la théorie de Cauchy dans I'analyse complexe nous permettront
de montrer que la série entiere y = Y °  a,z™ dans iii. a pour rayon de convergence +0o et

se trouve I'unique solution analytique de (%) dans C.

'Rappelons qu'une fonction complexe y = y(x) est dite analytique si pour tout ¢ € C appartenant au
domaine de définition Q2 de y, il existe un r > 0 et une suite complexe (ap )nen tels que {z € C: |[z—c| <1} C Q
et tels que y(z) = D07 an(z — )" lorsque |z — ¢ < r.
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Exercice 3 (Equations différentielles, relations de récurrence, singularités régulieres).

Soit ¢ €0, +oo[. Considérons I’équation différentielle et la relation de récurrence suivantes :
(E,) : (x—0o)*"(x) + (z — )y (x) + 2y(x) =0 (z €]—00,c|, y(x) & valeurs complexes) ;
(Re) = A(n+2)(n+ Danss —c(n+1)2n + Dayyr + (n* +2)a, =0 (n €N).

i. Supposons que pour un cetrain § > 0, ’équation (E.) puisse étre résolue dans x € |—§, 4|
par une série entiere y(z) = io a,x™ pour une suite complexe (a,)nen. Montrer que la

suite (a,)nen Vvérifie la relation de récurrence (R,).

Comme (R.) n’est pas facile a résoudre dans un premier temps, au lieu de résoudre (E,)
a laide de (R.), vu que I'équation (FE.) a une forme spéciale?, on peut alors résoudre (FE.)
directement, puis résoudre (R.) en utilisant la solution de (E.).

ii. Sous le changement de variable |—o00, ¢[3 x <— ¢ € R défini par ¢ = In(c — ), montrer
que I'équation (E.) se transforme en 1’équation

(S) : % +2y=0
iii. Montrer que 'espace des solutions S de 1’équation () est donné par
S=C-eV? 4 C-e ™V =C-cos(v2t) + C - sin(v/2t).
Indication : I’équation (S) étant a coefficients constants, on peut la factorise comme on
factorise un polynome : (% +2)y = (& +iv2)(L —iv2)y.
iv. En déduire que l'espace des solutions &, de (E.) (sur x €]—o00,¢|) se trouve
E.=C-(c—2)"V?+C-(c—2)"V2=C-cos(vV2In(c — z)) + C - sin(v2In(c — z)).
v. En résoudre la relation de récurrence (R.), i.e. exprimer a, en tant que ag et a.
Indication : développer (¢ — z)¥V2 = ¢+V2(1 — %)i"/i par la formule de binome.
Solution : a,, = %(—%)"(("f) + (_l‘n\/ﬁ))ao + 2%@(—%)”_1((“7{5) — (_in‘/i))al (n € N).
Dans le reste de cet exercice, on s’intéresse a 1’équation différentielle
(Eo) : 2%y (x) + xy/(z) + 2y(z) =0 (2 €]—00,0], y(x) & valeurs complexes).
On dit que (Ep) a une singularité Téguliérea en z = 0. (On dirait « (Ep) = lim.,04(E.) ».)
vi. (Ep) ayant une singularité réguliere en z = 0, on espere, d’apres la théorie générale,
une solution de (FEp) autour de # = 0 (dans z < 0) sous la forme y = (—x)* io byx™

(A, b, € C) avec by = 1. Montrer que dans ce cas on a A = %iy/2 et en résoudre (Ep).

vii. En s’inspirant des questions ii.-iv., montrer que 'espace des solutions de (Ejy) est donné
par & = C - (—x)V2 + C - (—z)~"V2. Comparer ce résultat avec vi.

2L équation (E.) est de type Cauchy-Euler.

3Par définition, une équation différentielle y”(x) + p(x)y’'(z) + ¢(z) = 0 a un point ordinaire en x = 0 si
p(x) et g(x) sont analytiques sur un voisinage de z = 0, et a (au plus) une singularité réguliére en x = 0 si
xp(r) et x2q(x) sont analytiques sur un voisinage de z = 0.



