
Vrai ou Faux ? Pour chaque énoncé suivant, déterminer s’il est vrai ou faux en don-
nant une preuve ou un contre-exemple.

Dans les énoncés n°1-n°4 suivants, soit (fn : [0, 1] −→ R)n∈N une suite de fonctions
continues sur [0, 1].

1. Si la suite (fn)n∈N converge uniformément sur [0, 1], alors la limite simple f dans
[0, 1] de (fn)n∈N existe et est continue sur [0, 1].

2. Si (fn)n∈N converge uniformément sur [0, r] pour tout 0 < r < 1, alors la limite
simple de (fn)n∈N dans [0, 1[ existe et est continue sur [0, 1[.

3. Si (fn)n∈N converge uniformément sur [0, r] pour tout 0 < r < 1, alors (fn)n∈N
converge uniformément sur [0, 1[.

4. Si (fn)n∈N converge uniformément sur [0, 1[, alors (fn)n∈N converge uniformément
sur [0, 1].

Dans les énoncés n°5-n°7 suivants, soit (fn : ]−1, 1[−→ R)n∈N une suite de fonctions
continuellement dérivables (i.e.C1) sur ]−1, 1[ ; pour tout n ∈ N, soit Fn : ]−1, 1[−→ R

la fonction définie par Fn(x) =
x∫
0

fn(t) dt (−1 < x < 1).

5. Si (fn)n∈N converge uniformément sur ]−1, 1[ vers une fonction f , alors (f ′
n)n∈N

converge uniformément sur ]−1, 1[ vers une fonction g avec g = f ′ sur ]−1, 1[.

6. Si (f ′
n)n∈N converge uniformément sur ]−1, 1[ vers une fonction g, alors (fn)n∈N

converge uniformément sur ]−1, 1[ vers une fonction f avec f ′ = g sur ]−1, 1[.

7. Si (fn)n∈N converge uniformément sur ]−1, 1[ vers une fonction f , alors (Fn)n∈N
converge uniformément sur ]−1, 1[ vers une fonction F avec F ′ = f sur ]−1, 1[.

Dans les énoncés n°8-n°10 suivants, soit (fn : R −→ R)n∈N une suite de fonctions
continuellement dérivables (i.e.C1) sur R.

8. Si (fn)n∈N converge uniformément sur R vers une fonction f , alors (f 2
n)n∈N con-

verge uniformément sur R vers f 2.

9. Si (fn)n∈N converge simplement dans R et si (f ′
n)n∈N converge uniformément sur

R, alors la convergence de (fn)n∈N est uniforme sur R.

10. Si (fn)n∈N converge uniformément sur R et si de plus chaque fn est bornée sur R,
alors (fn)n∈N est uniformément bornée sur R, c’est-à-dire qu’il existe une constante
M ∈ ]0,+∞[ indépendante de n telle que sup

x∈R
|fn(x)| ≤ M pour tout n ∈ N.
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Dans les énoncés n°11-n°20 suivants, soit (an)n∈N une suite réelle. On dénote par ρ le
rayon de convergence de la série entière

∞∑
n=0

anx
n et on suppose que 0 < ρ < +∞.

11. La série entière
∞∑
n=1

nanx
n−1(=

∞∑
n=0

d(anx
n)

dx
) a pour rayon de convergence ρ.

12. La série entière
∞∑
n=0

anx
n+1

n+ 1
(=

∞∑
n=0

x∫
0

ant
n dt) a pour rayon de convergence ρ.

13. La série entière
∞∑
n=0

a2nx
n a pour rayon de convergence ρ2.

14. La série entière
∞∑
n=0

anx
2n a pour rayon de convergence √

ρ.

15. La série entière
∞∑
n=0

a2nx
2n a pour rayon de convergence ρ.

16. Si de plus an ̸= 0 pour tout n ∈ N, alors la série entière
∞∑
n=0

a−1
n xn a pour rayon

de convergence ρ−1.

17. Soit (bn)n∈N une suite réelle et soit
∞∑
n=0

bnx
n une série entière réelle ayant pour

rayon de convergence ρ. Alors la série entière
∞∑
n=0

(an + bn)x
n a pour rayon de

convergence ρ.

18. Si
∞∑
n=0

anx
n converge en x = ρ, alors

∞∑
n=0

anx
n converge en x = −ρ.

19. Si
∞∑
n=0

anx
n converge en x = ρ, alors lim

x→ρ−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anρ
n.

20. Si lim
x→ρ−

∞∑
n=0

anx
n converge, alors

∞∑
n=0

anx
n converge en x = ρ et on a aussi l’égalité

lim
x→ρ−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anρ
n.
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