Exercices sur l’inversion locale de polyndémes symétriques 10/12/2020

Soit n € N*. Considérons les deux applications suivantes :

p:RnHRn7 x:(xh”' 7xn>'ﬁ(p1($)7 7pn($))7
s:R" —R" x= (1, - ,2,) — (s1(x), -, sn(x)) ;
ou p,(x) := Zx; et s.(r) = Z Tj,Tj, Ty, pour x = (x1, - ,T,) € R"
Jj=1 1<i1<ja<-+<jr<n
et pour 1 <r <n. Soit Q = {(x1, - ,z,) € R"|z; # x; pour tout 1 <1i < j <n}.
Op;
(a) Calculer la matrice jacobienne Jp(z) = ( 8p (:)3)) de p en un point x € R"
Lj 1<i,j<n

(b)
(c)

(d)

(e)

()

(8)

quelconque. En déduire que p est une application de classe C! sur R”.
Montrer que €2 est une partie ouverte dense de R".

Soit # € R™. Montrer que p est un C!-difféomorphisme au voisinage de z si et
seulement si € Q. (On dit que p est un C'-difféomorphisme au voisinage de x
sl existe un ouvert U de R"™ contenant = et un ouvert V' de R" contenant p(z)
tels que p(U) = V et tels que p|y : U — V soit une application bijective de
classe C' sur U dont l'inverse est de classe C* sur V)

Indication : étudier linversibilité de la différentielle Dp(x) : R" — R™ d l'aide
du déterminant de Vandermonde.

Montrer qu’il existe un C!-difféomorphisme ¢ : R* — R" telle que p = p o s
sur R™.

Indication : utiliser les identités de Newton (formules de Newton-Girard).

En déduire que pour z € R”, s est un C!-difféomorphisme au voisinage de x si et
seulement si z € 2.

Soit € > 0. Soit {f.(t) = t"+a()t" P+ +an,_1(c)t+an(c) € R[t] : c €]—¢,¢[}
une famille de polynomes réels en variable t. On suppose que les n fonctions
ar, -+ ,a, : |—¢,e[ — R sont de classe C' et que le polynéme fy(t) € R]t]
admet n racines réelles distinctes. Montrer qu’il existe un €’ €0, €] et n fonctions
A, o5 A, o | —€,¢[ — R de classe C! tels que pour tout ¢ €] —¢', €', les
n nombres réels A\i(c), -+, \,(c) soient tous distincts et soient les n racines du
polynéme f.(t) € R[t].

Pour tout y € s(Q) C R™, montrer qu'il existe un ouvert V' de R" contenant
y tel que I'image réciproque (s|q)™'(V) C € soit la réunion de n! ouverts tous
disjoints Uy, - - -, Up de R™ avec s|y, : Uj — V un C'-difféomorphisme pour tout
1 <7 < n!l. En déduire un résultat analogue pour 'application p.



